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Contribution a la théorie de la longueur. 


(Calcul de la longueur généralisée. Une définition analyti- 
que de la longueur généralisée. Rapport entre de différentes 
définitions de la longueur. Applications à la théorie classi- 
que de la longueur et aux fonctions absolument continues). 


Par 


T. Wazewski. 


Introduction. 


$ 1. Notations. Nous adoptons les notations suivantes: 

Soit 
(1) GE) =+t91();---, aE) 
un point mobile dans l’espace à n dimensions (n = 1). Nous appe- 
lons G(t) transformation absolument continue dans un 
intervalle fermé et borné 4, lorsque les fonctions g,(t) sont absolu- 
ment continues dans 4. 

Nous supposons dans la suite que G(t) est définie seulement 
dans 4. 

Soit A une partie de 4. Nous désignons par 


(2) G(A) 
la classe des points (1) que l’on obtient lorsque # varie dans A. 
(2) est dit image de À par l'intermédiaire de G(ż). 
Nous désignons par 

k,(t) 
la fonction qui pour tout £, de A est égale au nombre des £ satis- 
faisant à la condition 

G(t) — (to), LE À. 

Nous appelons k,(ż) ordre de multiplicité de t relatif 
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1 
à A et G(t). Nous posons EG = O toutes les fois que k,(t) n’est 


pas fini. 
Soit B une partie de G(4). Nous désignons par 


(3) G-°(B) 
la classe de tous les £ pour lesquels le point (1) appartient à 2. 


Nous appelons (3) image inverse de B par l'intermédiaire de G(t).. 
Nous posons!) 


(4) G'(t) ={g:(t),..., g.(t) ) 
6) | eb|=|/Żlso)* 


Nous désignons par 
À, 


la classe de tous les £ où | G'(t)|= 0. 

Remarque. Si G(t) est une transformation définie et absolu- 
ment continue dans l’intervalle 4, (4) et (5) sont définis presque 
partout dans À; À, est un ensemble mesurable?). 

$ 2. Longueur d'un ensemble au sens classique. Représentation 
normale (naturelle) d'un arc simple rectifiable. 

La définition classique de la longueur concerne seulement les 
arcs simples et leurs parties. 

Soit L un are simple rectifiable situé dans l'espace cartć- 
sien à n dimensions. 

On dit qu’une transformation F(s)={f1(s),..., /„(s)) définie 
dans un intervalle borné et fermé I est une représentation 
normale de L lorsque (cf. $ 1) 

PR EEE 

2°) F(s) est absolument continue dans J, 

3°) | F"(s)| = 1 presque partout dans J, 

4°) F(s,) Æ F(s&) lorsque s, ets, sont deux points différents de Z.. 

Tout are simple rectifiable admet au moins une représenta- 
tion normale et inversement. 

Soit B une partie de Z. On entend par longueur (longueur 


1) Cf. p. e. Bliss, The solutions of differential equations, Annals of Math. 
1904—05, p. 49. | G‘(t)| correspond au mod G'(t). 

?) S. Banach. Sur les dérivées des fonctions mesurables, Fund. Math. 
T. III, p. 128. 
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intérieure, longueur extérieure) de B au sens classique la me- 
sure (mesure intérieure, mesure extérieure) de P-B) (cf. § 1). 
nB est rectifiable au sens classique“ veut dire que F-'(B) 
est mesurable. 

Pour étre exact, il faudrait préciser: longueur de B au sens 
classique relative à Z et sa représentation F(s); B est rectifiable 
au sens classique relativement à Z et F(s). 


$ 3. Généralisations de la notion de la longueur et leur justi- 
fication. 

Plusieurs auteurs ont été amenés à généraliser la notion clas- 
sique de la longueur!). 

Voilà un problème s’imposant souvent dans l’analyse qui 
justifie l’introduction de définitions nouvelles de la longueur. 

Problème P. Soient successivement F(s) et H(u) deux repré- 
sentations normales (cf. $ 2) de deux arcs simples rectifiables L 
et M. Soit B une partie de ZM. La question se pose de savoir: 

1°) si, B étant rectifiable au sens classique relativement à Z 
et F(s), l’est aussi relativement à M et H(u); 

2°) si la longueur de B au sens classique relative a Z et 
F(s) et relative a M et H(u) est la même lorsque B est rectifiable 
relativement à ces arcs et à ces représentations. 

On peut, ou bien chercher à traiter cette question directement, 
ou bien tenter de donner une définition de la longueur d'un en- 
semble indépendante de la représentation paramétrique de l'arc 
sur lequel cet ensemble est situé, définition compatible avec la 
définition classique relative à cet arc et à ses représentations. 
normales. 

L'introduction des définitions nouvelles est ainsi justifiée parce 
qu'elles représentent un point de départ pour une méthode d'exa- 
men du problème P ou bien parce qu'elles découlent d'une façon 
naturelle de certaines méthodes en question. 

Pour la plupart de ces définitions D subsistent les théorèmes 
suivants: 

T,. À étant une partie d'un arc Z rectifiable au sens classique 


1) Cf. O. Janzen: Über einige stetige Kurven, über Bogenlänge, linearen 
Inhalt und Flächeninhalt, Kónigsberg 1907. — W. Gross. Uber das lineare 
Maß von Punktmengen, Monatshefte für Mathematik und Physik, T. 29 
(1918) p. 177. 
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et F(s) étant une représentation normale de Z (ef. $ 2), la défini- 
tion D est compatible avec la définition classique en ce qui concerne 
l'existence de la longueur de A et sa valeur (relative a Z et F(s)). 

T, Si AC R et que A et B sont rectifiables (D)') (= ont 
une longueur finie), on a 


long, À = long, B. 


7,. Toute partie fermée d'un ensemble rectifiable (D) est 
rectifiable (D). 

T,. La projection d’un ensemble rectifiable (D) sur une droite 
quelconque est mesurable et sa mesure ne surpasse pas la lon- 
gueur de cet ensemble. 

7,. La longueur dune somme d’un nombre fini ou dénom- 
brable d'ensembles disjoints et rectifiables (D) est égale a la somme 
de leurs longueurs. 

Ty. La longueur d'un ensemble se projetant sur toute droite 
de l’espace suivant un ensemble de mesure nulle est de longueur 
nulle. 

7,. Le produit et la différence de deux ensembles rectifiables 
(D) est rectifiable (D). 

En ce qui concerne les définitions de la longueur indépen- 
dantes de l'ordre imposé aux ensembles par des représentations 
paramétriques, il est a espérer à priori qu'elles peuvent classer 
comme rectifiables des ensembles plus généraux que les parties 
des arcs simples. 

Il en est ainsi; il y en a qui offrent une généralisation de 
la notion de la longueur. 

Toute généralisation de cette sorte est-elle stérile? Non 
parce qu'il se présente dans l'analyse le besoin d'envisager des 
ensembles plus généraux que les parties des arcs simpes rectifiables 
et de considérer leurs longueurs définies ad hoc suivant le cas. 
Il suffit de faire mention d'une circonférence augmentée d'une 
coupure pénétrant dans son intérieur. 

C'est un continu rectifiable. 

Les différentes définitions (D) réalisant les théorèmes 7,—7, 
ne sont pas forcément compatibles entre elles dans toute leurs 


1) „Rectifiable (D)* veut dire rectifiable relativement à la définition D. 
?) long» A désigne la longueur de À relative à la définition D. 
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généralisité!). Elle le sont sur le terrain des parties des continus 
rectifiables (plus généralement: parties des sommes dénombrables 
de tels continus). (Cf. $ 15. Th. 3). 

Les continus rectifiables s’introduisent naturellement à locca- 
sion suivante: Soit {Z,} une suite d’arcs simples aux longueurs 
inférieures à un nombre fixe k. Supposons que les arcs Z, tendent 
vers un ensemble Z. Z n’est pas forcément un arc simple, il est 
un continu rectifiable?). 

$ 4. Le présent travail fournit, relativement aux continus 
rectifiables et à leurs parties, une réponse à une question exacte- 
ment de la mème nature que celle que Jordan a posée à M. Le- 
besgue relativement au calcul de Paire de surfaces). 


Je suppose qu’un continu K rectifiable est donné par une 
transformation absolument continue (cf. $ 1) quelconque). 


En partant de cette représentation de K je donne un critère 
de la rectifiabilité (relative à une définition quelconque réalisant 
les théorèmes 7, — 7, du $ 3) d’une partie quelconque B de K. 
Je donne une formule pour la longueur intérieure et extérieure 
de B et une formule pour la longueur de B lorsque B est recti- 
fiable au sens précédent. 

Je démontre la compatibilité des définitions de la longueur 
(pour lesquelles subsistent les théorèmes T, — 7,) relativement 
aux parties de K. 

En partant de la formule mentionnée je donne une définition 
analytique de la longueur des parties de K et je démontre qu’elle 
réalise les théorèmes 7, — 7,. 


Je prouve que la rectifiabilité et la longueur (relatives à cette 
définition) d'un ensemble ne dépendent pas de la transformation 
absolument continue qui représente K. 


Je démontre que les parties de K rectifiables au sens précé- 


1) S. Mazurkiewicz et S. Saks. Sur les projections d'un ensemble ferme. 
Fund. Math. T. VIII, p. 109. 

2) C'est une conséquence d'un théorème d'Ascoli (cf. p. ex. Tonelli: 
Calcolo delle Variazioni T. 1, p. 76) et du théorème 1 du $ 14. 

3) Lebesgue: Quelques remarques sur la definition de l'aire de surfaces. 
Fund. Math. T. VIII, p. 164. 

t) Une telle transformation existe pour tout K rectifiable (cf. § 14. Th. 1). 
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dent continuent d’être rectifiables lorsqu'on soumet l’espace à une 
transformation aux dérivées partielles continues). 

Je prouve l’invariance par rapport aux transformations car- 
tésiennes de la rectifiabilité et de la longueur en question des 
parties de X (ce n'est pas vrai pour tous les ensembles et toutes 
les définitions réalisant 7, — 77). 

J'établis directement la solution du probleme P et j'obtiens 
des applications aux arcs rectifiables au sens classique. 

J’obtiens quelques conséquences relatives aux fonctions abso- 
lument continues. 

J'indiquerai dans un travail ultérieur les applications de nos 
résultats à l’analyse classique. 


* 
tal * 

Il est intéressant d’observer comment quelques-uns de nos thé- 
orèmes pourraient être acquis dans une voie plus courte par les 
mêmes méthodes appliquées aux cas plus simples?) Si leurs dé- 
monstrations sont précédées par des théorèmes qui ne sont pas 
étroitement liés avec eux c'est parce que la ligne de nos raison- 
nements converge vers le calcul de la longueur. 


Théorèmes préliminaires sur les fonctions d’une variable. 


$ 5. Lemme 1. Soit g(t) une fonction possédant en tout point 
d'un ensemble Æ (mesurable on non) une dérivée finie et soit A 
une partie de E. La condition nécessaire et suffisante pour que 
m g(4)=03) (cf. $ 1) est qu’on ait, presque partout dans 4, g' (£)=0. 

Démonstration. On peut supposer que Æ est borné sans 
restreindre la généralité du lemme. | 


1) Ce n'est pas vrai pour tous les ensembles rectifiables relativement 
à une définition réalisant 7T,— T,. En partant d'un ensemble indiqué par 
M. Saks, on peut facilement construire un ensemble de mesure nulle au sens de 
Janzen qui après une transformation du genre en question passe en un en- 
semble non mesurable au même sens. (Cet ensemble n'appartient à aucun con- 
tinu rectifiable). Cf. S. Saks: Remarque sur la mesure linéaire des ensembles 
plans. Fund. Math. T. IX, p. 16. 

2) La solution du problème P par exemple pourrait se passer de la 
théorie de l’ordre de multiplicité. 

3) mA, mi À, me A désignent respectivement la mesure de 4, sa mesure 
intérieure et extérieure. 


La condition est suffisante suivant un résultat de M. Saks!). 

Pour démontrer que la condition est nécessaire admettons, 
par impossible, que par exemple g'(t) > 0 dans une partie B de À 
pour laquelle 


(1) m.(B) > 0 


et que mg(B) = 0. Soit [a,b] (a Cb) un intervalle fini contenant B. 
Désignons par E,, (où p et g sont des nombres naturels) la classe 


b — a (EEK JĘ 


de tous les { de B pour lesquels les relations 0 < A< 


entraînent l'inégalité 


glith_gl)_ 1 
(2) 7; Sy 
g'(t) étant positif et fini dans B, on a B=2ZE,,. Il exisfe done 
selon (1) un p' et un q' pour lesquels m,(F,. „)>> 0. Divisons 
[a,b] en p' sous intervalles égaux. Au moins l’un d’eux renferme 
une portion C de E£,, „ de mesure non nulle. On a 


(3) m.(C)> 0, 
(4) mg(C) = 0. 


D’après (2) la fonction g(t) est croissante au sens strict dans C?). 

On peut supprimer dans C une partie dénombrable D, telle 
que C— D et g(C— D) soient bilatéralement denses en eux-mêmes’). 
Désignons par g (y) la fonction inverse de la fonction g(t), cette 
dernière étant considérée seulement dans C — D. 

g'(t) étant positif et fini dans C — D, (g “(y)) est fini dans 
g(C— D) (c’est un résultat de la façon dont on a choisi D). Or, notre 
condition étant suffisante, on en conclut conformément à (4) que 
0 = mg {(g(C— D)) = m(C— D) = m(C), ce qui est contraire a (3). 


1) S. Saks. Sur un théorème de M. Lusin. Th. 1 et 2, p. 115, Fund. 
Math. Th. VI. 

3) Le raisonnement précédent est calqué sur un raisonnement de M. Saks. 
(Sur les nombres dérivés, p. 100, Fund. Math. V). 

3) Cf. T. Wazewski. Un théorème sur les fonctions dérivables. Ann. d. 1. 
Soc. Polonaise de Math. T. VI, p. 87, $ 3. | 

A est dit bilatéralement dense en lui-même, si tout point x de 4 est 
à la fois point d'accumulation de la partie de À située à droite de x et de 
celle qui se trouve à sa gauche. 


Lemme 2. Soit g(t) une fonction définie dans un ensemble £ 
jouissant des propriétés suivantes. 

P,) g'(t) est fini presque partout dans È, 

Py) si C est une partie de mesure nulle de E, alors mg(C)=0 
(CNS. 

Soit À une partie de £. La condition nécessaire et suffisante 
pour que 


(1) mg(À) = 0 
est que g'(t) soit nul presque partout dans À. 


Démonstration. Désignons par B la partie de E où g'(t) n’est 
pas fini ou n'existe pas. On a suivant P, et P, 


(2) mB = 0 

(3) mg(B) = 0. 

Soit A une partie de £. On a 

(4) 9(4) = g(4 — B)+g(4.B) 
De (3) 1l s’ensuit 

(5) mg(A.B)=0. 


D'apres (4) et (5) la condition nécessaire et suffisante pour l’égalité 
(1) est que mg(A— B) = 0. Or, g(t) étant fini partout dans 4—B, 
cette condition revient à ce que g’({) soit nul presque partout dans 
A — B (cf. lemme précédent) c.-à.-d. (cf. (2)) presque partout dans A. 

Corollaire. Soit g(t) une fonction définie et absolument con- 
tinue dans un intervalle borné et fermé A. Soit A une partie (me- 
surable ou non) de À. La condition nécessaire et suffisante pour 
que g(À) (cf. $ 1) soit de mesure nulle est que g'(t) soit nul pres- 
que partout dans A. 

Pour le démontrer, il suffit de remarquer que g(t) jouit des 
propriétés P, et P, du lemme précédent). 

3 6. Définition. Soit a(ż) une fonction définie dans un en- 
semble linéaire E. (Les valeurs que prend a(ż) peuvent être des 
nombres ou non). Soit A une partie de E. Nous désignons par 


A* 


la classe de tous les 4 appartenant a A pour lesquels l'équation 


1) S. Banach. Sur les lignes rectifiables. Th. 3, p. 229. Fund. Math. T. VII. 
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a(u) = a(t) nadmet pas de solutions en u satisfaisant aux condi- 
dions: ue A, u < t. 

Lemme 1. Si A(_ BC È, alors B* — A*C B— A (cf. défini- 
tion précédente). 

Démonstration. Soit AC BC E et soit 


(1) t € B* — A* 

i, appartenant à B*, on a selon la définition de B* 
(2) i, £B. 

Jaffirme que 

(3) he(— À). 


En effet, d'apres (1) l’équation a(u) = a(t) n’admet pas de 
solutions en u satisfaisant aux conditions ueB, u < t, ni (à plus 
forte raison) aux conditions ue À, u<b. Il en résulte que, si t, 
appartenait à A, il appartiendrait aussi à A* (cf. def. de A*), ce 
qui est contraire à (1). La relation (3) est ainsi établie. De (2) et 
(3) il s'ensuit 

t eB — A. 


Cette relation étant une conséquence de (1), on obtient 
B* — A*CB—-A,c. q. f. d. 

Lemme 2. Si 
(1) AC BC E, 
alors a(A*— B*)C a(B— À). 

La démonstration est basée sur les deux remarques suivantes 


découlant immédiatement de la définition précédente: 
I) Si ł,eB — B*, alors il existe un £, pour lequel ou à 


(2) EB, t < to a(t) = a(t). 
II) Si ł,eA*, ti < ty, @(to) = at), alors 
(3) £, e (— 4). 


Adressons-nous à la démonstration du lemme. 
Supposons que 


(4) pea(A* — B*). 

Il suffit de prouver que pea(B— A). D'apres (4) il existe 
un {, pour lequel 
(5) t,e4* — B*, a(t) =p 
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d’où il résulte, en vertu de (1) que #,#B— B*. Il existe donc un 
t, satisfaisant à (2). De (2) et (5) résulte (3) (cf. II) et de (2) et 
(3) il résulte que t,eB — A. 
On a, par conséquent, p = a (t) = a(t,)ea(B— A) e. q. f. d. 
En rapprochant les deux lemmes précédents, on obtient le suivant 
Corollaire. Si AC BC E, alors 
a(B* — 4*) + a(A* — B*)= a[(B* — A*) + (4* — B*)]C a(B— A). 


$ 7. Théorème 1. Soit {P,} une suite (finie ou non) d'en- 
sembles parfaits et disjoints dont la somme P= SP, est bornée. 
Supposons qu’une fonction @(t) est monotone au sens strict 
dans chacun des ensembles P, et qu'elle possède en tout point de 


P une dérivée non nulle et finie. 
Admettons en plus que partout dans P on a 


kp (a, t) < 0 1) 


Ceci étant, j'affirme que, si À est une partie mesurable de P, on a 


a Lre lg 


La démonstration de ce FE sera basée sur quelques lemmes. 
Lemme 1. Si AC P, alors la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que ma(4) =Q est que m(4) =Q. 
C'est une conséquence immédiate du lemme 1, $ 5. 
Lemme 2. Si A est une partie mesurable de P, a(À) est 
mesurable (c.-à-d. m(1. a(4)) X + co lorsque 7 est un intervalle fini). 
Supposons, en effet, que A est mesurable, On peut mettre À 


sous la forme 
A = Ag -+ 2 A,, 
v/i 


où À, est un ensemble de mesure nulle et les À, sont fermés. On a 
a(d) = a(4,) + Za(À,). 
a(4,) est de mesure nulle (lemme 1) et les a(4,) sont fermés, car 
a(t) est une fonction continue. «(À) est donc mesurable. 
Lemme 3. Soit BC a(P) =a(2P,). La condition nécessaire 
et suffisante pour que B soit mesurable est que a&-'(B) (cf. $ 1) 
le soit aussi. 


1) Kp(a, t) désigne l'ordre de multiplicité de t relatif a P et a(t) (cf. § 1). 
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En vertu du lemme précédent la condition est suffisante, car 
B = a(a(B)). Pour démontrer qu’elle est nécessaire supposons 


que B est mesurable et mettons B sous la forme Be=ŻB,--B, 
où B, est de mesure nulle et les B, sont fermés. On i 
a-(B) = Z a-(B,) + a-(B,). 
a« '(B,) est de mesure nulle (lemme 1). Il reste à démontrer que 
les a”'(B,) sont mesurables. 
On a a (B,)= 2 P, . a7(B,). Comme les P, et les B, sont 
u 


fermés et que la fonction a est continue, P,.a "(B,) est aussi fermé. 
Les a7!(B,) sont donc mesurables. | 

Lemme 4. Si B est une partie mesurable de P, l’ensemble 
B* (cf. $ 6, définition) est mesurable. 

Démonstration. Il existe une partie A de B, une partie qui 
est une somme dénombrable d’ensembles fermés et pour laquelle 


(1) m(B — 4) =m(B) — m(A)=0. 

A* est mesurable!) On a d’après (1) (cf. lemme 1) ma(B — 4)=0. 
Le corollaire du $ 6 donne a(B*— A*)+ a(A4* — B*)C a(B— A) d'où 
m a(B* — A*) = ma(A* — B*) = 0 

et de la (cf. lemme 1) 
m(B* — A*) + m(A*— B*) — 0. 
L'ensemble A4* B* = A* — (4* — B*) est donc mesurable et 
par suite l’ensemble B* = 4*. B* + (B* — A*) est aussi mesurable. 


Lemme 5. Si À est un ensemble mesurable et que pour 
tout point de À 


(1) k,(a,0)= 1, 4 
alors 
(2) m a(4) = || a'(t)| dé. 


Démonstration. Supposons que les prémisses du lemme sont 
verifiées. a(t) est monotone au sens strict sur chacun des ensem- 
bles P,. Soit 4, le plus petit intervalle fermé contenant P,. Soit 


1) S. Banach. Sur une classe de fonctions continues. Th. 1, p. 167 
Fund. Math. T. VIII. 
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8,(t) une fonction continue dans 4,, identique à «(t) dans P, et 
linéaire dans chaque intervalle contigu de P,. Elle est absolument 
continue!) et monotone au sens strict dans 4,. On a presque par- 
tout dans P, (à l'exception éventuelle des extrèmités des intervalles 
contigus de P,) 8,(t) = a'(t). On a done?) 


8) mB(AP.)=ma(4P)= (| 60) |dt= Ji a'(t) | dt. 

Les ensembles AP, sont disjoints, il en est donc ainsi des 
a(AP,) en vertu de (1). On a a(4) = Za(AP,). Ceci étant, il est 
clair que (3) implique (2) 

Lemme 6. Soit A une partie mesurable de P et soit n un 
nombre naturel. Désignons par A, la classe des £ pour lesquels 
k,(&,t) = n. Ceci étant on a 

a) a(4,). «(4„) = 0 lorsque m Æ n, 


b) Á =: SA 
v/1 


c) À, est mesurable, 


d) ma(A) => f | a/(#) | dt. 
An 

Démonstration. En remontant aux hypothèses faites sur a(t), 
on voit que seulement c et d ne sont pas évidents. 

Désignons par B, la classe des points appartenant exactement 
à n ensembles a(AP,) Les ensembles AP, et par conséquent (cf. 
lemme 2) les ensembles a(4A P,) étant mesurables, 5, est mesurables). 
« '(B,) est aussi mesurable (lemme 3). a(t) étant monotone au sens 
strict sur chacun des ensembles P, et les P, étant disjoints on 
a A,—«"(B,) À, est donc mesurable. 

L'égalité d) est juste pour n = 1 (lemme 5). Supposons qu’elle 
est juste pour n et en visageons le cas de n + 1. On a (cf. défi- 
nition de 4*, $ 6) 

A, = (A. T Až) + AŻ 
(1) a (Anp) = a( Až) == G(A 41 — AŻ). 


1) S. Banach. Sur les lignes rectifiables l. c. 

2) C'est presque immédiat. cf. p. e. T. Wazewski, Kontinua prosto- 
walne etc. lemme 5, p. 15. Dodatek do Rocznika Pol. Tow. Mat. T. V. 1927. 

3) Ceci découle facilement d'un raisonnement convenablement modifie de 
W. Groß (Über das Flichenma8 von Punktmengen, Monatshefte f. Mathem. u. 
Physik, p. 175, T. XXIX, 1918). 
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Aż, étant mesurable (lemme 4), on a selon le lemme 5 
(2) mal As) = JI a (t) | dt. 
AŻ 
Pour tout ¢ de l’ensemble mesurable 4,,— 4*, = G on 
a kç(a,t)—n d'où 


(3) ma(G) -i J | a(t) | dt. 


De (1), (2) et (3) il s'ensuit 


1 
ma(4,) = REF dh | w(i) | dé. 


An+1 
Démonstration du théorème 1. Gardons les notations du 
lemme précédent. Nous avons 


(t 
(1) ma(À,) =— EE S 


On a 4=24,, car kp(a, t) <oco. En vertu des propriétés 
a) et b) du lemme précédent il s’ensuit de (1) que 


m (4) = f Ra cat d 


k,(a, t) 


Transformations absolument continues. 


$ 8. Nous désignons, dans ce paragraphe, par G(t) = {gi(t),... 
g.(t)} une transformation définie et absolument continue dans un 
intervalle fermé et borné 4. Nous désignons par 4, la classe des # 
pour lesquels | G’(£)| = 0. (Cf. les notations du $ 1). 

Remarque 1. Soit D une portion de l’espace contenant G(4) 
(cf. $ 1) dans son intérieur. Soient /,(x,,...,x,) n fonction possé- 
dant dans D les dérivées partielles de premier ordre continues. 
Soit h(t) = f(g), TAN 

Ceci étant la transformation 

H(t)={M(t);..., k(t)j 

est définie et absolument continue dans A. Pour le démontrer, il 
suffit de remarquer que les fonctions h,(t) sont absolument conti- 
nues dans À. 
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Remarque 2. | G’{t)| est un invariant relativement à toutes 
les transformations cartésiennes de l’espace à n dimensions. 

C’est immédiat. 

Définition 1. Nous appelons une partie À (mesurable ou non) 
de À exceptionnelle (par rapport à G(t)) si, presque partout 
dans 4, on a | @'(t) | = 0 c.-à.-d., si on a m(4— À,) = 0. 

Nous appellons une partie À (mesurable ou non) de À ré- 
guliere (par rapport a G(t)), si, presque partout dans 4, on 
a | G'(t)|=E0, c.-à-d. si m(A4,) = 0. 

Remarque 3. Les parties des ensembles exceptionnels (régu- 
liers) sont exceptionnelles (régulières). 

La somme et le produit d'un nombre fini ou d’une quantité 
dénombrable d’ensembles exceptionnels (réguliers) sont exception- 
nels (réguliers). 

Remarque 4. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une 
partie À de À soit de mesure nulle est qu’elle soit à la fois régu- 
liere et exceptionnelle (cf. remarque du $ 1). 


Définition 2. Nous appelons une partie B de l’espace à n di- 
mensions ensemble à projection nulle, lorsque B se projette 
sur toute droite de cet espace suivant un ensemble de mesure nulle. 


Remarque 5. Les parties, les sommes (dénombrables) et les 
produits des ensembles à projection nulle sont à projection nulle. 


Theorème 1. Soit A( A. La condition nécessaire et suffi- 
sante pour que G(A) (cf. $ 1) soit à projection nulle (cf. déf. 2) 
est que A soit exceptionnel (cf. def. 1) c.-à-d. que m(4 — 4,) = 0. 

Démonstration. Désignons par x,,...,%, le système d'axes 
rectangulaires auxquels est rapporté notre espace à n dimensions. 

Supposons que (4) est a projection nulle. On a: mg,(4)=0 
(411,..,n), car g,(4) est la projection de G(4) sur l'axe 2,. Sui- 
vant le corollaire du $ 5 on a presque partout dans A: g;(t}—0 
(i|1,...,%) et par suite | G(t)|=0, ce qui prouve que 4 est un 
ensemble exceptionnel. 

Supposons, en second lieu, que À est un ensemble exceptionnel 
et que d est une droite quelconque. Il s’agit de prouver que la 
projection de G(4) sur d est de mesure nulle. On a presque par- 
tout dans 4: | G'(t) | = 0. 

Soumettons l’espace a n dimensions à une transformation car- 
tésienne aux axes nouveaux y,,...,y, de façon que d coïncide avec 
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l'axe y,. La transformation G(ż) passe alors en une transformation 
absolument continue (cf. remarque 1) H(t) = £Ą,(2),..., h,(t)}. 

Suivant la remarque 2, on a presque partout dans 4: | H(t) |= 
= | G'(t)| = 0 et à plus forte raison on a presque partout dans. 
A: h,(t)= 0. La projection en question h,(4) est donc de mesure 
nulle (cf. $ 5 corollaire). 

Théorème 2. Soit L un arc simple rectifiable et F(s) une 
représentation normale de L ($ 2) définie dans un intervalle D. 
Soit B une partie de L. 

La condition nécessaire et suffisante pour que la longueur 
de B (relative à L et F(s) cf. § 2) soit nulle est que B soit a pro- 
jection nulle (cf. déf. 2). 


Démonstration. Désignons par D, la classe des s où | F”(s)| =0. 


On a (cf. $ 2) 
(1) m D, = 0. 


Posons A = F-'(B). On a B = F(A). Suivant le théorème précé- 
dent la condition nécessaire et suffisante pour que B soit à pro- 
jection nulle est que À soit exceptionnel, c.-à-d. que lon ait 
m(A—D,)— 0, ce qui selon (1), revient à ce que 4 soit de 
mesure nulle, c-à-d. que B soit de longueur (relative a Z et F(s)} 
nulle (cf. § 2). 

Théorème 3. Soit Á~» la classe des £ pour lesquels k}(t) = co 
(cf. $ 1). 4, est un ensemble exceptionnel. 

Désignons, en effet, par 4, la classe des £ où | G'(t)| n’existe 
pas on n’est pas fini. 4, est exceptionnel (cf. Rem. 4 et $ 1, 
Remarque). 

Il suffit de démontrer (cf. Remarque 5 et théorème précé- 
dent) que 


(1) G(4,.)C G(4.) + G(4,), 


car, selon le théorème précédent, le second membre de cette inclu- 
sion est à projection nulle. 
Pour établir (1) il suffit de démontrer que 


(2) pe G(4,) — G(4,) 
implique 


(3) peG(A,). 
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Supposons que la relation (2) est vraie. La classe des solu- 
tions en £ de l’équation p = G(f) est fermée et infinie. Soit 4, un 
point d’accumulation de cette classe et 4ł,) une suite de points 
pour lesquels 


(4) Lim, = to, t, F to G(t,) = G (t) = p. 
D’après (2) et (4) te n’appartient pas à 4, done |/Zg;(t,)?= 
= | G'(t,)| existe. Selon (4) 


gı (t) — Yi (to) = 0 
tb 
donc à la limite g;(h) = 0 (i[1,...n) d’où | G'(t,) | =0. Par con- 
sequent p = G (to) eG(4;) e. q. f. d. 

Corollaire, 1. Soit A„ la partie d’un ensemble A (mesurable 
on non) pour les points de laquelle on a £,(f) — co. A, est un 
ensemble exceptionnel. 

Pour le prouver, il suffit de remarquer que A, C 4, (cf. 
remarque 3). 

Lemme 1. Gardons les hypothèses de la Remarque 1 relati- 
vement à H(t). 

Si G(A) est à projection nulle, H(A) l’est aussi. 

Démonstration. Supposons que G(A) est à projection nulle. 
A est exceptionnel (relativement à G(t)) (cf. Th. 1). A est aussi 
exceptionnel relativement à H(t), car | H'(t)| est évidemment nul 
lorsque | G'(t)| Pest. H(t) étant une transformation absolument 
continue (cf. Rem. 1) H(4) est à projection nulle en vertu du 
théorème 1. 


Problème de mesurabilité des images inverses par l’intermé- 
diaire des transformations absolument continues. Application 
aux arcs reetifiables. 


$ 9. Théorème 1. Soićnt G(t) et H(u) deux transformations 
définies et absolument continues respectivement dans les intervalles 
fermés et bornós À et ©. Soient 4, et ©, les classes des points # 
et u où on a respectivement | G’(t)| = 0, | H'(ż) | = 0. Soit B une 
partie de G(4) et H(©). 
Ceci étant les ensembles (cf. & 1). 
G-{B)— 4,, H-(B) — 6, 


ne peuvent être mesurables qu’à la fois. 
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Démonstration. Supposons par exemple que l’ensemble 
A == G-1(B) — A, est mesurable. Il existe une suite d'ensembles 
fermés { F,} et un ensemble de mesure nulle À, tels que 


A= SE Un 
v/i 


On a BC_G(4) + G(4,) et comme 
G(4)= G(EF,)+G(R) done BC G(2F,) + G(R) + G(4) 
d’où il s’ensuit que 
B— G(SF,)C G(R) + 6(4,) 

G(R) + G(A,) étant à projection nulle (cf. $ 8, théorème 1, remar- 
ques 4 et 5), l'ensemble C= B — G(ZF,) Pest aussi ($ 8 rem. 5) 
et par conséquent (cf. $ 8, th. 1) 
(1) m(H(C) — 6) = 0. 

On a | 


B=C+ ZG(F,), 
H”(B)=H"(C) + 2HT(G(F,)), 
H-(B) — 8, = H-40) — 0, + X(H-(G(F,)) — ©). 

Comme les ensembles H7(G(F,)) sont fermés et ©, est me- 
surable ($ 1, remarque) done en raison de (1) H-"'(B) — 6, est 
mesurable, c. q. f. d. 

Théorème 2. Gardons relativement à G(ż) les hypothèses du 
thócreme précédent et soit À une partie mesurable de 4. 

G—'(G(4)) — 4, est mesurable. 

Démonstration. Il existe une suite d’ensembles fermés {F} 
et un ensemble de mesure nulle R, tels que 4A=Z2F,+R. On a 


G(G(4)) — 4, = ZG\G(F,)) — 4, + (G7(G(R)) — 4, 

Les ensembles G—'(G(F,)) étant fermés et 4, étant mesurable 
($ 1, Rem.) il suffit de prouver que 
(1) m(G-G(R)) — 4)=0. 

R étant de mesure nulle, G(R) est a projection nulle ($ 8, 
Th. 1) G(G(R)) est done exceptionnel, c.-à-d. (1) a lieu. 

Théorème 3. Soit G(t) une transformation définie et absolu- 
ment continue dans un intervalle fermé et borné 4. Désignons par 


À, la classe des ż où | G'(ż) | = 0. 


Rocznik Pol. Tow. matem. 2 
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Soit F(s) une représentation normale d’un arc simple recti- 
fiable L. 

Soit B une partie de Z et de G(4). 

La condition nécessaire et suffisante pour que B soit recti- 
fiable au sens classique relativement à Let F(s) est que G-'(B)—4, 
soit mesurable (cf. les notations et définitions des $$ 1 et 2). 

Démonstration. La condition nécessaire et suffisante pour 
que B soit rectifiable au sens ci-dessus est que F—'(B) soit mesu- 
rable (cf. $ 2). 

Désignons par 6, la classe des s où | F’(s)| = 0. On a (cf. 
8 2) m6, = 0. Notre condition revient done à ce que # (B) — ©, 
soit mesurable. 

Or, F(s) étant une transformation absolument continue, les 
ensembles F_!(B) — ©. et GB) — 4, ne peuvent être mesurables 
qu’à la fois (cf. Th. 1), ce qui termine la démonstration. 


Ordre de multiplicite. 


$ 10. Théorème 1. Soit G(t) une transformation définie et ab- 
solument continue dans un intervalle fermé et borné 4. Soit 4, la 
classe des points où | G'(t) | =0 (cf. $ 1). 

Désignons par k,(t) l'ordre de multiplicité de # relatif à 4 
et G(t) (cf. 8 1). 

Si AC BC 4 et que 
(1) A est un ensemble regulier c.-à-d. m(44,)=0, 
(2) B— À est un ensemble exceptionnel c.-à-d. m(B—A—4,)=0, 


alors on a presque partout dans À 
(3) ka(t)= kit). 

Démonstration. Désignons par A, la classe des points de 4 
pour lesquels (3) n’a pas lieu. Il faut prouver que 4; est de me- 
sure nulle et pour cela il suffit de démontrer que 4, est à la fois 
régulier et exceptionnel ($ 8, Rem. 4). Or, A, est régulier comme 
une partie de l'ensemble régulier À ($ 8, Rem. 3). 

J'affirme que 
(4) G(4)C G(B — A) 

Soit en effet i, un point de A,. Selon la définition de 4, il 
existe un #, pour lequel 

G(t) = G(t), teB — A. 
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De la: G(ł,) = G(ł,)e G(B — 4) ce qui prouve (4). D'après 
(2) et (4) G(4;) est à projection nulle ($ 8, Th. 1 et Rem. 5) et 
par conséquent ($ 8, Th. 1) À, est un ensemble exceptionnel. 

Corollaire. Gardons les hypothèses du théorème précédent 
relatives a G(t). 

Si AC A, on a presque partout dans À — 4, 


ka-4, (t) = k(t). 


Il suffit de remarquer que A — 4, est régulier et que AA, 


est exceptionnel (cf. $ 8, déf. 1) pour ramener ce corollaire au 
théorème précédent. 


Lemme. Maintenons les hypothèses du théorème 1 relative- 
ment a G(t). Soit 


(1) BC CC G(4), 
AC A. 
On a partout dans A G~ (B) 
(2) hic (t) = kio—o (t), 
(3) kaim (t) = ko -10(1). 


Démonstration. Il suffit de démontrer (cf. la définition de 
k,(t) $ 1) que pour tout 4 appartenant à AG-(B) les deux con- 
ditions en ł 
(4) teAGT(B), G(t) = G (to), 

(5) te AG (C), G(t) = G(k), 
sont équivalentes. 

Supposons que 
(6) t € AG '(B). 
(4) implique (5) en vertu de (1). 

Supposons que (5) a lieu. On a selon (5) 
(7) te À. 

D’après (5), (6) et (1) 

G(t) = G(t,)eB 
d'où il résulte que 
teG(B), 

ce qui rapproché à (7) donne: te 4.G-'(B). (5) implique donc (4). 

La relation (3) résulte de la relation (2) lorsqu'on pose A= A. 

1* 
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Un lemme sur les fonctions implicites. 


$ 11. Lemme, Soient 

19) G(t) =(g(t),..., g,(t)} une transformation définie et abso- 
lument continue dans un intervalle fermé et borné 4. 

20) F(s) =4/1(8),..., j,(s)} une représentation normale d’un 
arc rectifiable Z (cf. $ 1). 

Ceci étant on a: 

I. La classe 7 des points £ pour lesquels G(t)eZ est fermée. 

II. Il existe une fonction unique a(t), telle que les équations 


s = a(t), 
G (t) = F(s), 
sont équivalentes. 


III. La fonction a(t) est définie et continue dans T. 
IV. A étant une partie de 7, on a partout dans 4 


CAO ZEM) 


(k,(a,t) est l'ordre de multiplicité de ? relatif a A et a(t); k,(t) 
l’ordre relatif à A et G(t)). 

V. Il existe une suite d’ensembles parfaits et disjoints P, qui 
sont contenus dans T, tels qu'en posant P= SP, on a 

a) a(t) est une fonction monotone au sens strict dans chacun 
des ensembles P,. 

8) P est un ensemble régulier et T— P un ensemble ex- 
ceptionnel relativement à G(t) (cf. $ 8, def. 1). 

y) On a partout dans P: k,(a,t) < oo. 

ô) Si teP, alors 0 < | æ'(t)| = | G(t)| < + o. 

Démonstration. Supposons que les prémisses du lemme sont 
vraies. 

I. est vrai, car G(t) est une transformation continue et L est 
un ensemble fermé. 

Ad II et III. Comme l'équation p — F(s) constitue une homé- 
omorphie entre L et un intervalle, il est clair qu'il existe une 
seule fonction a(ż) en question et qu’elle est définie et continue 
dans T. 

La proposition IV est une conséquence immédiate de II. 
Nous allons démontrer V. 


Désignons par 
A, A,, do 
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les classes des £ où respectivement | G'(t)| n'existe pas, est nul et 
où k,(t1) = oo. 
La classe 


SEE 


est exceptionnelle (cf. $ 1, Rem.; $ 8, Def. 1, Th. 3, Rém. 3). 
Désignons par 


5. 
la classe des s où l’égalite | F”(s) | — 1 n’a pas lieu et désignons par 
2, 
la classe des £ pour lesquels G(t)e F(S.). 
On a G(2, C F(S.). La représentation F(s) étant absolument 
continue et Ś, étant de mesure nulle (cf. $ 2), F(S.) et, par consé- 
quent, G(2,) est à projection nulle ($ 8, Th. 1 et Rem. 4). Z, est 


donc exceptionnel ($ 8, Th. 1). 
L'ensemble 


D= Aout es 


est exceptionnel ($ 8, Rem. 3), c-à-d. m(1' — 4)=0. T est un 
ensemble mesurable, car (cf. $ 1. Rem.) 


PD =4, + (T —4,. 
T — F est régulier, car il est disjoint de 4, (cf. $ 8, Def. 1). 
T — T étant mesurable (cf. I), il existe une partie M de T— T 


dense en elle-même et ayant la même mesure que 7 — P (p. ex. 
une somme dénombrable d’ensembles parfaits). On a 
(1) m(T — r — IT) —0. 

Je vais démontrer que f, y, d ont lieu lorsqu'on y remplace 
P par II. 

II est un ensemble régulier parce qu’il fait partie de l’ensem- 
ble régulier T — T. 

T — IT est un ensemble exceptionnel puisqu'il est somme de 
deux ensembles exceptionnels: T — II=(T — IDT 4- (T—HI— TT). 
B est donc vérifié. 


La propriété y a aussi lieu, car JI est disjoint de T et a plus 
forte raison de À... 


Pour démontrer la propriété d supposons que 
(2) ta € Il. 
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II étant disjoint de 4, -+ 4,,on a 


(3) +0 > | G'(t,) |-E0. 
Soit {£,} une suite quelconque de points pour laquelle 
(4) t,eT, tF tł, lim t, = t. 


(Une telle suite existe parce que II est un ensemble dense en lui- 
même et non vide en raison de l’hypothèse (2)). 
De (3) il s'ensuit qu'à partir d'un m assez grand 


(5) G(t,) F G (to). 
Nous pouvons supposer que c’est le cas pour tous les m. Posons 
(6) '59 = @(to), 8, = a(t,). 
On a (ef. II) 
(1) E(s,) = G (to), F(s) A G(t,) 
et en raison de la continuité de a(t) 
(8) lim s, = 50. 
ploo 


On a suivant (5) et (7) 
(9) 8, È %. 


Il étant disjoint de Z,, s, n'appartient pas a S, et de là on 
obtient 


(10) ES) 1. 
Pour un certain è on a par conséquent 
(11) fils) + 0. 


Nous avons pour ce à (cf. (4), (7), (9), (6) 
galtu) — Iho) _ AE) — Fi) alt.) — at) 


a an Su — So t, — b 
Comme ż, est une suite quelconque satisfaisant a (4) et com- 
me a(t) n'est pas défini en dehors de 7, on obtient de l'égalité 
précédente (cf. (3), (4), (8), (11)) 
/ 9: (to) 
a (ły) = 7—. 
Go) J (80) 


On a pour tout v et pour tout & de T (cf. II) 
f„(a(t)) = g,(t). 
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De là on obtient en vertu de l'existence de &'(#,), d’après (3) 
et (10) et en raison de ce que & est point d'accumulation de 7 
les relations suivantes: 


a’ (ta) f (80) = J» (ty) (v/1,..., m), 
[a'(t)]? = 219, (t0)]? 0, 
(12) 0<|a(t)|[=| G'(t) | < +00, lorsque teI. 
La propriété ô est donc démontrée relativement à JZ. 

Suivant un théorème de M. Kintchine!) il résulte de la rela- 
tion (12) qu’il existe une suite d’ensembles 2, contenus dant JZ, 
parfaits et disjoints et tels que 

19) m(I_ — Z P,) = 0, 

20) æ(t) est monotone au sens strict sur chacun des ensem- 
bles P,. 

On vérifie sans peine qu'une telle suite P, satisfait aux con- 
ditions énoncées dans V. 


Application à la longueur d’un ensemble au sens classique; 
l’indépendance de la longueur classique de la représentation 
paramótrique. 


8 12. Théorème 1. Soient 1°) G(t) =4g,(t),..., g„(t)) une 
transformation dófinie et absolument continue dans un intervalle 
fermé et borné 4 (cf. $ 1). 

20) F(s) =£/,(5),...,/„(S)) une représentation normale d'un 
arc rectifiable L (cf. $ 2). 

Désignons par 7T la classe des £ pour lesquels G(t) appar- 
tient à L. 

A étant une partie mesurable de 7, la classe G(A) est, 

a) rectifiable au sens classique relativement à L et F(s) (cf. 8 2), 

8) la longueur au sens classique de G(A) (relative à L et 
F(s)) est égale a l’integrale 

Ko 


(1) OP dt 


(cf. les notations du § 1). 


1) Ce théorème constitue un excellent instrument pour démontrer le thé- 
oreme T, du $ 3 relativement à la définition de Janzen et à celle de Peano-Gross. 
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Démonstration. Selon la définition de la longueur au sens 
classique il s'agit de démontrer que F-(G(4)) est mesurable et 
que sa mesure est égale à (1). 

Revenons aux notations du $ précédent. On a (cf. $ 11, V) 


A=A.P+(4— P) 
d’où en raison de II, $ 11 


a(4)=F-!(G(4))=F-!(G(AP)+F-(G(A—P)= 
= a(AP)+ a(4— P). 


A— P étant exceptionnel (V 6, $ 11), G(AT— P) est à projection 
nulle (8 8, Th. 1) et par conséquent ($ 8, Th. 2) F-(G(4— P)) 
a une longueur (relative à L et F(s)) nulle c.-à-d. 


(2) ma(4— P) =0. 
A étant mesurable, AP l’est aussi et on a (cf. $ 11, IV, V 
et $ 7, Th. 1) 


Comme À — P est exceptionnel et AP est régulier (cf. 8 11, 
V), il apparaît selon le théor. 1 du $ 10 qu'on a presque partout 
dans AP 
kup(t) — k,(t) 


et par suite d'apres (2) et (3) 
ma(4) = f oi sa FE AE 

Corollaire. Si B est une partie de deux arcs rectifiables L 
et L, donnés respéctivement par deux représentations normales 
F(s) et F,(t), alors 

1°) B peut être rectifiable au sens classique relativement à L 
et F(s} d'une part et relativement à L, et F,(t) de l’autre — seu- 
lement simultanément. 

29) Si B est rectifiable au sens classique, sa longueur au sens 
classique relative à L et F(s) est égale à sa longueur relative à L, 
et F(t). 

Autrement: La propriété d’être rectifiable au sens classique 
et la valeur de la longueur (au sens classique) d’un ensemble B 
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ne dépendent ni de l'arc rectifiable dont B est une partie ni de 
sa représentation normale. 

On ramène ce corollaire au théor. 3 du $ 9 et au théorème 
précédent lorsqu'on y pose F(t) au lieu de G(t); F7!(B) au lieu 
de 4 et si l’on observe que 1°) k,(t)= 1 partout dans A, que 29) 
| G'(t)| = 1 presque partout dans À et que 3°) notre corollaire est 
symétrique par rapport à L et L,. 

Théorème 2. Soit G(ż) une fonction définie et absolument 
continue dans un intervalle fermé et borné et soit À, la classe des 
t où | G(t) |=0 (ef. 8 1). 

Soit B un ensemble rectifiable au sens classique et contenu 
dans G(4). 

Ceci étant la longueur de B (au sens AR est égale a 


degl EI ponga A 
(1) z lam 006 ad le re) ©” 


G—1(5)—4, aTa) A, 


Démonstration. On a 
B = Q (G™(B) — 4.) + G(GT(B). 4). 
G(GT(B). À,) est à projection nulle (§ 8. Th. 1) done de longueur 
(au sens classique) nulle (§ 8. Th. 2). La longueur de B (au sens 
classique) est donc égale à la première des intégrales (1) (cf. Th. 1). 
La seconde intégrale est égale à la première, car presque partout 
dans G-!(B) — 4, on a (ef. $ 10, Corollaire) 


T = ka-im (t). 


Application aux fonctions absolument continues. 


$ 13. Désignons par g(t) une fouction définie et absolument 
continue dans un intervalle borné et fermé 4. Soit 4, la classe 
des t où g(t)==0. Désignons par k,(t) l’ordre de multiplicité de t 
relatif à A et g(t) (cf. $ 1). Ceci étant nous avons les trois thé- 
oremes suivants: 

Théorème 1. Si A est une partie mesurable de À, alors (cf. 
les notations du $ 1) 

1°) g(4) est mesurable 


29) mg(4) = Sie Cle 
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Théorème 2. Soit B une partie de g(4). 
La condition nécessaire et suffisante pour que B soit mesu- 
rable est que 
g (B) — 4, 
soit mesurable. 
Théorème 3. Soit B une partie mesurable G(4). On a 


zi ee Oa 19 © | 

R ds ko-145)-4, (0) a, (É) 7 = fr UJ 

g 1(2)—A, G71(8)—A, 
Démonstration. g(4) est identique à un intervalle [a, è] = L. 
L est un arc simple rectifiable situé dans l'espace à une dimension. 
/(s)==s est une représentation normale de L. Il suffit de poser 
T= A pour ramener le théorème 1 au théorème 1 du $ 12, car 
la longueur coïncide dans ce cas avec la mesure. 

On ramene d'une façon analogue le théoreme 2 au théorème 

3 du $ 9 et le théorème 3 au théorème 2 du $ 12 


Résultats antérieurs. 


$ 14. J'ai développé la théorie des continus rectifiables dans 
un mémoire antérieur!) 

Voilà deux des théorèmes que j'y ai démontrés et que j'utili- 
serai dans la suite. 

Théorème 1?). La condition nécessaire et suffisante pour 
qu'un continu K soit rectifiable (= ait une longueur finie) relative- 
ment à une définition D de la longueur, définition réalisant les 
théorèmes 7, — 7, du $ 3, est qu'il existe une transformation 
G(t) définie et absolument continue dans un intervalle borné et 
fermé À telle qu’on ait 


K= G(A) 


Théorème 23). Soit G(ż) une transformation définie et absolu- 
ment continue dans un intervalle fermé et borné 4. 
Il existe une suite {L,} jouissant des propriétés suivantes: 


1) T. Wazewski. Kontinua prostowalne w związku z funkcjami i odwzo- 
rowaniami absolutnie ciągłemi. Dodatek do Rocznika Pol. Tow. Mat. T. 5, 1927. 

3) 1. c. $ 24, p. 46. 

NC D 20 
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19) L, C_G(A) (v/1, 2,...), 

2°) L, est un arc simple ouvert (sans extrémités) rectifiable 
au sens classique, 

3°) Lu. L, — 0 lorsque u + n, 


4° En désignant par l} la longueur au sens classique de L, on a 
31, < + o, 
v/i 


5°) La classe R= G(4)— ZL, est à projection nulle (cf. 
8 8, Déf. 2)1). 

On a en plus 

6a) A, = G7 (L,) est un ensemble mesurable (car G(t) est 
continue et L, est une somme dénombrable d’ensembles fermés). 

8) Si u v, alors À, +4,, G(4,). G(4,)=L,.L,=0. 

y) 4— ZA, est exceptionnel, G(4 — SA,) = est à pro- 
jectlon nulle (ef. $ 8, Def. 1 et 2, Th. 1). 


Calcul de la longueur généralisée. Compatibilité de différentes 
définitions de la longueur. 


$ 15. (H). Nous désignons par G(t) une transformation défi- 
nie et absolument continue dans un intervalle fermé et borné 4. 

D étant une définition quelconque de la U nous di- 
rons, comme dans le $ 3, que 


B est rectifiable (D) 
lorsque B est rectifiable (= a une longueur finie) relativement à la 
definition D. 
Nous désignerons la longueur de B relative à la définition D 
par 
long, B. 
Nous n’envisagerons au cours de ce paragraphe que des dé- 
finitions de la longueur qui réalisent les théorèmes 7, —7, du § 3. 
Nous désignerons par 
long,, B 
la longueur de B au sens classique. 
Lemme 1. Soit B une partie de G(4) (cf. $ 1). La condition 


1) Nous laissons de côté le cas banal où G(4) se réduit à un point. 
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nécessaire et suffisante pour que B soit de longueur nulle relative- 

ment à une définition quelconque de la longueur (réalisant 7, — T, 

du $ 3) est que £ soit à projection nulle (cf. $ 8, Déf. 2). 
Démonstration. La condition en question est suffisante (cf. 


Te), 
Elle est nécessaire. Supposons, en effet, que 
long, B = Q. 
On a (cf. § 14. Th. 2, 5°) 
(1) B = ZBL, + BR. 


L, étant rectifiable au sens classique ($ 14, Th. 2, 2°), il est 
aussi rectifiable (D) (cf. $ 3. 7,) et par conséquent BL, est recti- 
fiable (D) ($ 3. 7,). On a (cf. 7.) long,(BL,)=0. Mais la lon- 
gueur de BL, ne peut pas être négative, car BL, renferme l’en- 
semble vide qui est de longueur nulle (cf. $ 3, 7, et 7,) done 


long, (BL,) = 0 


et BL, étant situé sur lare L, rectifiable au sens classique, on 
a ($ 5, 74) 
longa (BL,) = 0. 


Cette égalité implique que les BL, sont à projection nulle 
($ 8, Th. 2). BR est à projection nulle ($ 14, Th. 2, 5,. $ 8, Rem. 5). 

B est ainsi, suivant (1), une somme dénombrable d’ensembles 
à projection nulle, il est donc ($ 8, Rem. 5) à projection nulle. 

Lemme 2. Q et B étant contenus dans G(4) et Q étant 
à projection nulle, Q et B ne peuvent être rectifiables (D) qu'à la 
fois. S'ils sont rectifiables (D) on a 


long, B = long, (B + Q). 


Démonstration. On a (cf. le lemme précédent) long, Q = 0 
et par suite ($ 3, 7%) long,(Q — B) = 0. Les ensembles B et B + 
+Q = B + (B —Q) ne peuvent donc être rectifiables (D) qu’à la 
fois et s'ils le sont, leurs longueurs sont égales (cf. § 3, 7, et 77). 

Théorème 1. Soit À une partie mesurable de 4 (cf. (H)) et 
soit D une définition quelconque de la longueur réalisant les thé- 
oremes 7, — 7, du $ 3. Ceci étant on a (cf. $ 1 et $ 14, Th. 2). 
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0 sf! GDN 4 < Jl, < + 001). 
k(t) 
A 


20) G(A) est rectifiable relativement à D. 
30) long, G(A se DI ge 


Démonstration. Gardons les notations du Th. 2, $ 14. On a 
A=ZAA, + A(4 — ZAÀ,) 
et ($ 12, Th. 1 et $ 14, Th. 2) 
ke a'( 


WIG 


long, G(AA4,)= (CE dt = |, 
AA, 
Comme (cf. $ 14, Th. 2) 
A, = EYL) C ZA, = G*(ZL,), 
on a donc partout dans AA, (cf. § 10, Lemme) 
kant) = kasa, () 


et A(4— Z'A,) étant un ensemble exceptionnel (cf. $ 14, Th. 2, 
6y) on a, d'après le théorème 1 du $ 10, presque partout dans 
ASA, 

kasa, (t) = k4(b), 


donc presque partout dans A A, on a (cf. § 10, Lemme; $ 14, Th. 2, 6a) 
kan, (6) = ky(t). 
On a par conséquent (cf. $ 3, 7,) 


(1) long, G(4 A„) = longaG(44,) =f! Eu | dt Zl,. 


AA, 
Les ensembles AA, d'une part et les ensembles G(A44,) de 
l'autre étant disjoints ($ 14, Th. 2, 68) on a en vertu du théorème 
T, du 8 3 


long, G(AZA,) = f ia a dt < ZI, < + co. 


AŠA, 


1) On peut établir cette inégalité indépendamment de la définition D. 
Ceci résulte d'une analyse facile de la démonstration qui suit. 
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Or, long,(G(4(4 — Z A,)) = 0 (ct. $ 14, Th. 2, 6y; 88, Th. 1 
et $ 15, Lem. 1). Par conséquent (cf. Lemme 2) 
(2) long, G(4) = long, G(AZA,). 

| G'(4)| étant nul presque partout dans l’ensemble exceptionnel 


A(4 — ZA,) (et. $ 14, Th. 2, 6y, $ 8 Def. 1), on a suivant (1) et 2) 
0S long, 6(4) — | "FT | dt < DI, << + 00, e. q. f. d. 


Théorème 2!) Soit BC G(4) (cf. (H)). La condition néces- 
saire et suffisante pour que B soit rectifiable (— ait une longueur 
finie) relativement à une définition quelconque D de la longueur, 
définition réalisant les théorèmes 7, — 7, du $ 3, est que 

G!(B) — 4, 
soit mesurable (cf. les notations du $ 1). 
Si B est rectifiable au sens sd on a 
3a | G( | G"() | 
= SER di k ND A fi ko) (8) á 
e` (BA, a—1(B)—4A, 

Démonstration. Notre condition est nécessaire. Supposons en 
effet que B est rectifiable (D). BL, est rectifiable au sens classique 
(ef. $ 14, Th. 2, 2°; $ 3, 7,) et. par conséquent ($ 9, Th. 3), 
G(BL,) — A, est mesurable. 

RB est à projection nulle ($ 14, Th. 2, 5°; $ 8, Rem. 5) 
done G-!(BR)— À, est de mesure nulle ($ 8, Th. 1). On a ($ 14, 
Th. 1, 1° et 5°) 

B=SBL,+ E 
et par conséquent 
G-(B)— 4, = 2(G6-(BL,) — 4) + AER) 4, 
G-'(B) — A, est donc mesurable, 

Notre condition est suffisante. Supposons en effet que GB) — 4, 
est mesurable. G(G”'(B) — 4,) est done rectifiable (D) et on a (cf. 
Théorème 1) 


A) « ope pio PE : 


-1(8)-4, 


| ef) | 


G—1(8)-Ą, (t) 


dt < + oo. 


1) Le présent théorème fait partie de ceux que j'ai présentés au cours 
du 1-er Congrès Polon. de Math. (Lwów, Septembre 1927). Le théorème reste 
vrai lorsqu'on remplace la définition D par celle de M. Caratheodory. 
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G(G-'(B).4,) est à projection nulle ($ 8, Th. 1) et par suite 
(Lemme 1) 
(3) long,G(G(B).4,)— 0 
(2) et (3) impliquent en vertu du lemme 2 que les deux premiers 
termes de (1) sont égaux. Le troisième terme de (1) est égal aux 
précédents en raison du corollaire du $ 10. 

Théorème 3. B étant une partie d'un continu K rectifiable 
(= possédant une longueur finie) relativement à une certaine défi- 
nition de la longueur, définition réalisant les théorèmes 7, — 7, du 
$ 3, toutes les définitions de la longueur qui réalisent ces theore- 
mes sont compatibles entre elles en ce qui concerne la rectifiabi- 
lité de B et la valeur de la longueur de 5. 

C'est une conséquence immédiate du théorème précédent et 
du théorème 1, $ 14. 

Théorème 4. Soit P une portion de l’espace contenant G(4) 
dans son intérieur. Soient 


(1) VS LE E IE m) 
m fonctions possédant partout dans P les dérivées partielles de 
premier ordre continues. 

Si une partie B de G(4) est rectifiable au sens d’une certaine 
définition de la longueur réalisant les théorèmes 7, — T, du $ 3, 
l'ensemble correspondant à B par l'intermédiaire des équations (1) 
est rectifiable relativement à toute définition réalisant ces théoremes. 

Démonstration. L’ensemble U= G-!B) — À, est mesurable 
(cf. Th. 2). 

Soit (F,) une suite d’ensembles fermés contenus dans U et 
telle que 

mk = m(U — ZF, = 0. 

On a G-{B)= SF +R+G-(£5).4, L'ensemble T= 

= G-!(B).4,4 À est exceptionnel ($ 8, Rem. 3 et 4). On a 
B = G(Z2F,)4 G(T). 

Soit H(t) la transformation absolument continue analogue 

à celle qui a été introduite dans la remarque 1 du $ 8. H(4) est 


un continu rectifiable (cf. la remarque citée et le théorème 1 du 
présent paragraphe). L'ensemble transformé de B est 


ZH(F,,) + H(T). 
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Le dernier terme de cette somme est à projection nulle (cf. 
$ 8, Th. 1) donc de longueur (relative a D) nulle (cf. lemme 1). 
Les H(F,) étant fermés et contenus dans le continu rectifiable 
H(4), on en conclut facilement (ef. 7, — 7, du $ 3) que l’ensemble 
transformé est rectifiable au sens en question. 


Une définition analytique de la longueur généralisée. 


8 16. Définition D*. Soit G(t) = {gi(t),..., 3,(t)} une trans- 
formation définie et absolument continue dans un intervalle borné 
et fermé À. Soit 

À, 


la classe des £ où | G'(t) | = 0 et soit B une partie de G(4). (cf 
les notations du $ 1). 

Nous appelons B rectifiable relativement à la définition D* 
(= rectifiable (D*)) lorsque Pintégrale 


KAUI 
(1) J ke(t) si 


6—1(8)-4, 


existe et quelle est finie. Nous appelons l'intégrale (1) (lorsqu'elle 
existe) longueur dé 2 relative a D*. Nous la désignerons par 


long* B. 


Remarque 1. Il faudrait, a priori, appeler l'intégrale (1) lon- 
gueur de B relative à G(t), mais on va voir dans la suite que la 
valeur de (1) dépend seulement de l'ensemble B et est indépen- 
dante de G(t). 

Remarque 2. Toute partie de l’espace a n dimensions dont 
nous parlerons au Cours du présent paragraphe sera supposée con- 
tenue dans G(4). 

Théorème 1. Si long* B existe, on a (cf. $ 10. Corol.) 


(2) Sing B= | | Aro dt < + oo 
kc—15-4, (È) 
ec_KB)-A, 
et inversement: si l'intégrale figurant dans cette inégalité existe, 
elle est finie et égale à long* B. 
Théorème 2. La condition nécessaire et suffisante pour que 
B soit rectifiable (D*) est que G-(2) — 4, soit mesurable. 
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Démonstration. Cette condition est nécessaire, car elle résulte 
de l’existence de l'intégrale (1). Elle est suffisante en vertu du 
théorème précédent et du $ 10. th. 1). 

Théorème 3. L'intégrale (1) est un invariant relatif à toutes 
les transformations cartésiennes de l’espace à n dimensions en lui- 
meme (cf. $ 8. Rem. 2). 

Thćoreme 4. La condition nócessaire et suffisante pour que 


long* B=0 


est que B soit a projection nulle (cf. § 8. Def. 2). 

L'intégrale (1) ne peut être, en effet, nulle que dans le cas 
où G'(B)—4, est de mesure nulle !), c.-à-d. dans le cas où B est 
à projection nulle ($ 8. Th. 1). 

Théorème 5. La définition D* réalise les théoremes 7, — 7, 
du § 8. 

Ad 7,. T, est une conséquence immédiate du théorème 1 
du $ 12 et du théorème 1 du présent paragraphe. 

Ad 7,. Si B est fermé, il est rectifiable (D*) puisque G1(B) 
est fermé et par conséquent G-!(B) — À, est mesurable (cf. Thé- 
oreme 2 et $ 1, Rem.) 

Ad T,. Soit B rectifiable (D*); soit d une droite quelconque 
et soit P la projection de B sur d. J’affirme que P est mesurable 
et que sa longueur ne surpasse pas long* B. 

Soit en effet æ,,...,x, le système d'axes réctangulaire aux- 
quels est rapporté notre espace. 

On peut se borner au cas où d coïncide avec l'axe x, (cf. 
Théorème 3). On a dans ce cas 


(3) P = g, (G` (B)) = gı (G~ (B) —- 4.) + 9:(G7(B). 4,). 
En vertu du corollaire du § 5 
(4) m g, (G-'(B).4,) = 0. 


Désignons par K,(t) Pordre de multiplicité de ź relatif à g, (£) 
et A (cf. § 1) On a évidemment partout dans G` (B) —A4, 


(5) K aima, (t) > kata, (t). 


1) Car on a presque partout dans G-!(B) — A, les inégalités: | G'(t) | +0 
(cf. $ 1), ko- (t) K o (ef. § 8. Th. 3). 


Rocznik Pol. Tow. matemat. 3 
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G(B) — 4, étant mesurable (cf. Théorème 2) on obtient selon le 
théorème 1 du $ 13 


g(t 
G —1(5) -A, 


On a presque partout dans 4 
FACIESLEAUIE 


En rapprochant les relations (2), (3), (4), (5), et (6) nous ob- 
tenons 
mP<long*B, c.q. f.d. 
Ad. 7,. Si {B,} est une suite d’ensembles rectifiables (D*) et 
disjoints, 2 B, est rectifiable D* et long* Z B, = Z long* B,. 
Démonstration. Les ensembles G-!(B,) — À, sont mesurables 
(cf. Théorème 2) et, par suite (cf. $ 1. Rem.), l’ensemble 


(7) Gm (2 B,) SI A, gy 2 (G7 (B,) FIE À,) 
l'est aussi, 2 B, est done rectifiable (D*) (cf. Th. 2). On a partout 
dans G"'(B,) ($ 10, Lemme) 

ka-1 (t) = koks s(t) 


par conséquent (cf. Def. D*) 


G (t 
8 long* B, = | y | 
@) ko-1(52, ni 


G—1(8,)-A, 


Les ensembles G ‘(B,)— 4, étant disjoints, on obtient de (7): 
et (8) 


> long* B, „= | ie SB dł = long* ZB,, Cig f. d: 
ko-xx8,)(0) 
MT B,)-A4; 

Ad Ty. T; est une conséquence immédiate du théoreme 4. 

Ad T, Le produit et la différence de deux ensembles recti- 
fiables (D*) sont rectifiables (D*). 

Pour le prouver il suffit de remarquer (cf. Théorème 2 et $ 1. 
Rem.) que 


G= (B, — By) — 4, = (G7 (B,)—4,) — KG” (B,) — 4) + 4,), 
G”'(B, .B,) — 4, = (6 "'(B,) — 4.) . (G7 (B,) —A,). 
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Ad T, B étant une partie rectifiable (D*) d’un ensemble © 
rectifiable (D*),-on a 


(9) long* B long* C. 
On a selon T, et 7, 
long* C = long* B + long*(C — B) 


d’où résulte (9) puisque long*(C— B)> 0 (cf. th. 1). 
Théorème 6. Soit H(u) une transformation définie et absolu- 
ment continue dans un intervalle borné et fermé / et soit 


BC G(4) H(1). 


B ne peut être rectifiable (D*) relativement à G(ż) et H(u) 
qu’à la fois. Les longueurs de B (au sens de la définition D*) re- 
latives à G(t) et H(u) ne peuvent pas être différentes. 

Autrement: La rectifiabilité D* et la longueur (au sens de 
la définition D*) dépendent seulement de l’ensemble B en question 
et ne dépendent nullement de la représentation paramétrique du 
continu sur lequel il est situé. 

Démonstration. Ce théorème résulte immédiatement du thé- 
orème précédent et du th. 3, $ 15 lorsqu'on remarque que G(4) 
et H(1) sont des continus rectifiables (D*) respectivement par rap- 
port à G(t) et Hu) (cf. Ty, $ 3). 

Corollaire. La projection d’uu ensemble rectifiable au sens 
classique sur une droite quelconque est mesurable et la mesure 
de cette projection ne surpasse pas la longueur de l’ensemble en 
question (cf. Th. 5, 7, et 7,). 

Théorème 7. La notion de l’arc rectifiable au sens classique 
et celle de larc rectifiable D* coïncident. 

En effet, tout arc simple rectifiable au sens classique l’est 
aussi relativement à la définition D*. La proposition inverse est 
aussi vraie, Car tout arc simple contenu dans G(4) est rectifiable 
au sens Classique !). 


Calcul de la longueur généralisée intérieure et extérieure. 
$ 17. Nous gardons relativement à G(t) les hypothèses du 
paragraphe précédent. 


1) T. Ważewski, Kontinua prostowalne etc. $ 12 et $ 24. 1. c. 
3% 
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Définition 1. Soit BC G(4). Nous appelons longueur intérieure 
de B (relative à une définition quelconque (D) réalisant les théore- 
mes 7, — T; du $ 3) la borne supérieure des longueurs (relatives 
à (D)) des parties rectifiables de B. Nous la désignons par 


long, B. 
Théorème 1. Si BC G(4), il existe une partie rectifiable (D) 


de B, appelons-la C, telle que 
long,, B = long, C. 


En désignant par À une partie mesurable de G”'(5), telle que 
m(A) = m(GT(B)) 1) 


on a 
ICAO] 
long B = long (&(4)= | Et dt < + oo. 


Démonstration. Posons R = G(B)— A. 
G(A) est une partie rectifiable (D) de B et on a (cf. $ 15, th. 1) 


long,, B = long, G(A)) A s dt < + oo. 


A 


Soit C une partie rectifiable (D) de B. Il reste à démontrer que 
(1) long, C £ long, G (4). 


G—(C)— 4, est mesurable ($ 15, th. 2) et G(C)_ -4C A+R. 
L'ensemble 
H = G (C) — 4, — A 


est, par conséquent, de mesure nulle ?). 
On a 
G= (C) — 4, = (G7(C) — 4A + H, G~(C)—4— HC A 


d'où (cf. § 15. Th. 1 et § 3, T,) 
long, G(@~ (C) — 4, — H) < long, G(A). 


1) Un tel À existe. Cf. p. e. C. Carathéodory. Vorlesungen über reelle 
Funktionen. 1918. p. 261, Satz 3. 

2) Dans le cas contraire il existerait une partie mesurable de G-1(B) de 
mesure supérieure à mA. 
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H étant de mesure nulle, on en obtient facilement (cf, § 15, 
Th. 1. et Th, 2 et 8 10. Th. 1). 


long, C = long, G(G(C)—4,— H), 


ce qui rapproché à l'inégalité précedente implique (1). 

Définition 2. Soit BC G(4). Nous appelons longueur exté- 
rieure de B (relative à une définition quelconque (D) réalisant les 
théorèmes 7, — T, du $ 3) la borne inférieure des longueurs (rela- 
tives à (D)) des ensembles rectifiables (D) qui contiennent B. Nous 
la désignerons par 

long,» B. 


Théorème 2. Si BC G(4), il existe une partie rectifiable (D) 
de G(4), appelons-la C, telle que 

Fi ©, 

20) long,, B= long C. 

En désignant par À une partie mesurable de À telle que 


G"(B)C A, 
m,GT(B) = mA), 
on a 


long.» B = eb T i dt = long, G(4) L+ o. 


Démonstration. On a (ef, Th. 1. $ 15). 


lok PZ BOM u J È T eri 


Soit C un ensemble rectifiable (D) contenant B. Il suffit de 
démontrer que long, G(4) £ long, C. L'ensemble F= G(4).C est 
rectifiable D (cf. $ 15. Th. 1 et $ 3, 7,) et on a (ef. § 3, 7) 
long, F< long, C. Il suffit donc de prouver que 
(1) long, G(4) long, F. 

L'ensemble 


H = 6-(F) + 4, = (G-(F) —4,) + 4, 
est mesurable (cf. $ 15, Th. 2 et $ 1. Rem.) et 
G(B)C H. 


1) Un tel A existe. Cf. p. e Caratheodory |. c. p. 260, Satz 2 
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Posons R = A — H. On a!) 


m R = Q. 
On a 
A= AH+£, ACR+H 


d'où (cf. $ 15, Th. 1; 83, 7.) 
long, G (4) < long, G(H + R) = long, G((G UF) —4,) + 4, + B). 


Or, 4, + R étant un ensemble exceptionnel (cf. $ 8, Def. 1, 
Rem 3, Rem. 4) on en obtient (ef. $ 15, Th. 1 et 2; $ 10, Th. 1) que 


long, G(H + R) = long, F 


ce qui rapproché à l’inégalité précédente implique (1). 

Théorème 3. B étant une partie d’un continu rectifiable 
(= possédant une longueur finie) relativement à une certaine défi- 
nition de la longueur, définition réalisant les théorèmes 7, — 7, du 
$ 3, toutes les définitions qui réalisent ces théorèmes sont compa- 
tibles entre elles en ce qui concerne la valeur de la longueur 
intérieure et de la longueur extérieure de B. 

C'est une conséquence du théorème 3 du $ 15 et des défi- 
nions 1 et 2. 


Application aux fonctions absolument continues. 


$ 18. Théorème. Soit g(t) une fonction définie et absolument 
continue dans un intervalle fermé et borné A. Soit BC G(4). 
Désignons par À et C deux ensembles, tels que 


AC GT(BCCC 4, 
mA=m,G"'(B), m C = m, G (B). 


E w: 


On a 


C'est une conséquence immédiate des théoremes 1 et 2 du 
paragraphe précédent. 


1) Autrement il existerait une partie mesurable de 4 contenant G—!(B) de 
mesure inférieure à m4. 


Note sur un théorème de M. Peano concer- 

nant l'existence de solutions d'un système 

des équations différentielles linéaires du 
premier ordre. 


Par 
André Turowicz (Cracovie), 


(Présénté au Séminaire du Prof. Wilkosz le 5 Décembre 1927). 


I. M. Peano a démontré le théorème suivant !): 
Soient 


(1) rlt) t,1/1,...,n 


un systeme de fonctions continues d'une variable réelle dans un in- 
tervalle [a, b]; soit af”, aÿ,..., a” un système des n constantes 
réelles arbitraires; soit x un nombre complexe à n unités dont 
les composantes sont: (x,, %,..., Za); soit Rx un nombre complexe 
dont les composantes sont définies par les égalités: 


2 = 2 ryz, ZE. 265 
ill 
solt enfin 


> t 
a = (af, ee ax), GS = sp Ra®(t) dt 
fo 


pour 4/0, 1, 2,... 
Alors les composantes de la fonction complexe 
définie par la série uniformément convergente: 


(2) Sia 
iJo 


= 


1) Mathem. Annalen t. 32. p. 450—456. 
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forment les solutions du système des équations dif- 
férentielles dans l’intervalle [a, b]: 


dx; 


(3) dt + Dr), i/1, 2, 3 TE . 7. 


3/1 


II. Ce théorème peut être généralisé d’une maniere suivante: 

1° Si les fonctions(l)sont mesurables et bornées 
la série (2) converge uniformément dans [a,b] et ses 
composantes satisfont aux équations (3) dans [a,b] 
à l'exception d'un ensemble de mesure nulle, peut etre. 

20 Si les fonctions (1) sont sommables, la série (2) 
converge uniformément dans [a,b] et ses composan- 
tes y satisfont aux équations (3), un ensemble de me- 
sure nulle excepté, peut être. 

Ces théorèmes sont quand à la convergence, une conséquence 
d’un théorème de M. Banach!). On peut cependant les démontrer 
d’une manière tout à fait analogue à celle de M. Peano, si on insère 
à sa démonstration deux lemmes suivants: 

1. Si les fonctions (1) sont mesurables, le „module“ 
de la matrice: 


Pial) Fiol)... l'an (d) 
(4) LA. sise A 
Fa) | Taft) rat) 


est de méme mesurable. 

2. Si les fonctions (1) sont sommables le module 
de la matrice (4) est sommable. 

Par le module de la matrice (4) nous entendrons ?) la fonc- 
tion f(t) definie de la manière suivante: 

Soit F(t; €,,..., x.) une fonction des variables réelles définie 
dans le domaine D: 


asto 


P 


i/l 


1) Cf. Fund. Math. t. III. p. 161. th. 7. 
2) Cf. Peano loc. cit. 
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par légalité: 


METE y r:;(t) Fil 
EE x, = IE 


2 


On voit immédiatement que F(t; kx,,..., ka) = F(t; £4,..., La) 
pour kÆ 0. Par conséquent, toutes les valeurs de la fonction F 
dans le domaine D sont atteintes dans le domaine K: 


TREE | 
Dh 


où r est une constante positive arbitraire. 

Comme ce domaine est borné et fermé et la fonction F con- 
tinue relativement aux variables æ,,. .,x, elle atteindra dans K 
pour chaque ź de [a, b] son maximum, que nous désignerons par f(t). 

III. Démonstration. A chaque ż appartenant à l’intervalle 
[a, b] nous assignerons dans l’espace à n dimensions (7,,..., Ya) Phy- 


persphere K(t): 


> = = 
2 i= [re où rO=1+ 


Soit Q(y1;...,y„) une fonction définie dans l’ensemble des 
hyperspheres K(t) par l'égalité: 


PJ, y) = Fla + (b— a) (3% 


Evidemment f(t) est égale au maximum de la fonction p, 
atteint sur l’hypersphere K(t). 

Choisissons sur K(a) un ensemble Æ(a) dénombrable et par- 
tout dense sur K(a). Soient: (y$,. ., yy), i/1, 2,..., les coordonnées 
des points de cet ensemble et soit Æ(t) un ensemble composé de points 
de coordonnées: (40. r(t),..., y.r(1)), i/1, 2,... L’ensemble Æ(t) est 
situé sur K(ż) et y est rioni dense. La fonction F étant continue 
relativement aux variables (x,,...,x,), la fonction p sera continue 


Yi — ) VETE Ya 
1 


i/ 
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relativement aux variables (y,,..., y.) sur chaque hypersphère K(t). 
En conséquence le maximum de g sur K(i) est égal à la limite 
supérieure de cette fonction sur E(t). Soient w,(t), 5/1, 2,... une 
suite de fonctions définies par les égalités: 


©) VO = PIA rl rA 1,2... 
dans l'intervalle [a, b]. 
On déduit par un calcul facile que: 


(6) VERI 0407070 UT a2, 


d'ou l’on voit immédiatement que toutes les fonctions %, sont mesu- 
rables. Comme f(t) est une limite supérieure de la suite des fonc- 
tions y,, elle est elle-même mesurable. 

IV. Supposons maintenant que les fonctions (1) sont somma- 
bles dans l'intervalle [a, b). 

Les seconds membres des égalités (6) peuvent s’écrire: 


n PARI IC FI DIRES 
DI Da ri;(t) or] EL. Ta 
POZO, TWA ] 


t/1 


On a par conséquent: 


| wę | <Y | DZY yf” <Y Y|-O|Iy"|= 


i/1 jl1 /1 311 
= > > [ruh k/1, 2,... 
(1 jl 


Il existe done pour les fonctions %,(t) une majorante commune 
sommable. En conséquence les fonctions w,, ainsi que leur limite 
supérieure /(ż), sont des fonctions sommables. 


Cracovie 3. IIS. 1928. 


Sopra alcuni invarianti associati ad una 
varietà e sopra i sistemi principali di nor- 
mali delle superficie. 

Nota di œ 
Giuseppe Vitali a Padova. 
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Prefazione. 


E nota l’importanza che per le superficie dello spazio ordi- 
nario ha l’esistenza di una normale determinata. Questa normale 
interviene nella formazione della seconda forma differenziale qua- 
dratica associata alla superficie, e quindi nell’ espressione della cur- 
vatura media, nella determinazione delle linee di curvatura, ecc. 

Per le altre superficie esistono infinite normali, le quali hanno 
già subito una prima classificazione colla considerazione degli spazi 
r-tangenti, che io indico con 0, !). 

Le normali che prima si affacciano alla considerazione sono 
quelle che giacciono nel 0,, ma anche queste, se si esclude il caso 
delle sviluppabili e quello delle superficie dello spazio ordinario, 
sono in numero infinito, ed in particolare possono essere tutte le 
direzioni di un piano, se ilo, ha 4 dimensioni, o possono essere 
tutte le direzioni di uno spazio a 3 dimensioni, se il o, ha 5 di- 
mensioni. 

Si presenta allora la questione di riconoscere se fra dette 
normali vi sia un sistema ortogonale (di 2 o 3, a seconda che esse 
riempiono un piano od uno spazio a 3 dimensioni) che meriti di 
essere considerato come privilegiato. 

Un tale sistema deve, secondo il mio parere, rispondere ad 
una definizione simmetrica rispetto al sistema delle sue rette. In 
generale non apparterrà ad un tale sistema la normale di curvatura 
media del Bompiani ?), nè una di quelle da me segnalate recen- 
temente 3), e di cui la 2° coincide colla precedente normale del 
Bompiani. 

In questo lavoro presento una definizione di un tal sistema, 
la quale gode della proprietà desiderata (Cap. III. n°. 1 e Cap. IV. 
n°. 1), e che forse è l’unica del genere che si possa pensare. 

Corrispondentemente dimostro che esistono sistemi reali che 
vi soddisfano e che chiamo sistemi principali. (Cap. III. n° 2 e Cap. 
AVAST] 

Però non in tutti 1 casi vi è un solo sistema principale. In 
una superficie vi possono essere punti (che io chiamo ciclici) in cui 


1) (A). pag. 395. 
?) (G). pag. 1133. 
9) (A). pag. 424 
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si ba una semplice infinità di sistemi principali (Cap. III. ni. 5, 6, 7 
e Cap. IV. ni. 2, 3, 5). 

Ho chiamato cicliche le superficie i cui punti sono tutti ciclici, 
ed ho trovato esempi di superficie cicliche tanto col o, a 5 dimen- 
sioni (Cap. III. n°. 7), quanto col o, a 4 dimensioni (Cap. IV. n°. 5). 

Alla trattazione degli argomenti predetti (Cap. III e IV) ho 
premesso due capitoli in cui si passano in rassegna & invarianti 
di una qualunque varietà (Cap. I), uno dei quali, quello che ho 
indicato con J, si presenta, almeno analiticamente, come la più 
naturale estensione alle varietà a più dimensioni dellinvariante 
di Gauss (curvatura totale delle superficie), e che probabilmente 
apparirà tale anche dal punto di vista geometrico, e nel secondo 
dei quali (Cap. II) si procede, nel caso in cui il o, abbia una di- 
mensione di meno del massimo numero possibile, alla scomposi- 
zione di un controvariante a 4 apici, che conduce ad un cono qua- 
drico dello spazio tangente, che deve avere un significato proiet- 
tivo. (Cap. II. n° 4). Questo cono è definito uguagliando a zero 
una certa forma quadratica, che per la superficie dello spazio lineare 
a 4 dimensioni si riduce alla forma F, del Fubini!). 

I risultati dei primi due capitoli hanno anche applicazione 
nel successivi. 


CAPITOLO I. 
Gli invarianti J,,J,, Ja, Jas J3, Jos Ją, Ja di una varietà qualunque. 
1. — Sia 
f = f (t, u, V4,..., Un) 
l'equazione di una varietà V, ad n dimensioni dello spazio hilber- 


tiano, ed indichiamo con g il campo di variabilità della #*). -Indi- 
chiamo poi con f; la derivata di f rispetto ad %,, e poniamo 


[1] az f ff, dt. 


Il sistema a, è un covariante simmetrico a 2 indici del cal- 
colo assoluto del Ricci, e quindi una sostituzione S di equazioni 


U = U, (V1, Das, Va) ( = 1, 2,..., n) 


1) (E). Tomo secondo. pp. 631—637. 
3) Per questa rappresentazione delle varietà vedere (A) pag. 391 e seguenti. 
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che porta dalle variabili w alle variabili v, la muta colla legge 


n du, du 
2 a,(vl=Z a (ul == 3" a, ulD 1 
[ | [v] 182 dol log dv, og A | Qa: ) 
dove 
7 7 
Ou, Du 
e o al 
rn ren er Se o = 
Di Où, Av,” e 
ors —— A) 3) À 
e Tu, Ju, | Ou, Ou, 
dv ga "Za: 86 IF 0, 
CV, CY, CU, CO, 


e 2''e estesa a tutte le combinazioni go con ripetizione a 2 a 2 
dei numeri 


[3] FZ Ur 
Il determinante di ordine n(n + 1): 2 
D — | Doors 


ottenuto facendo percorrere nello stesso ordine alle coppie go ed rs 
tutte le combinazioni con ripetizione a 2 a 2 dei numeri (3), e met- 
tendo in una medesima riga tutti gli elementi colla stessa coppia 
Qo e in una stessa colonna tutti gli elementi colla stessa coppia rs, 
è un determinante di Scholtz- Hunyady?), e quindi vale 4"*, 
dove 
722 AU, ONTE 
dt, 0, ,-.., Un) 


e il determinante funzionale della sostituzione S. 
Indichiamo pol con a il determinante di ordine x 


a ATTOL n Ain 
dop d AT. Agn 
Gaie boe Ann 


Si sa che a +0, e che 


a[v] = alu]. 42. 


1) Per la notazione a,.|u] vedere (B). 
2) (C). pp. 156—160. 
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2. — Indichiamo con /,, le derivate seconde covarianti di f 
rispetto al sistema a,, poniamo 
[4] Arpa = [ft 
9 


Il sistema (4) è un covariante a 4 indici nel calcolo assoluto 
di Ricci, simmetrico rispetto alle coppie rs e pg, e rispetto agli 
indici di ciascuna di queste coppie. 

Si ha evidentemente 


= %% [1 
Aa [0] i 2 dose A ponz LU] : Daw: D ripe 


dove la 2” è estesa a tutte le combinazioni go e nx con ripeti- 
zione a 2 a 2 dei numeri (3). 
Indichiamo con A il determinante formato cogli elementi 


A,,.. come è stato formato D con i D, 


g,ra* 


Si ha subito per le regole di moltiplicazione dei determinanti 
Alo] = Afu] . D? = Afu]. AT. 


Consegue che 
NSA 
e un invariante. 
3. — Il sistema 


[5] R, == A A 


repo rp.sQ rq,sp 


è un covariante a 4 indici simmetrico rispetto alle coppie rs e pg, 
ed emisimmetrico rispetto agli indici di ciascuna di queste coppie, 
e quindi ha nulli tutti gli elementi in cui una di queste coppie è 
formata di due numeri uguali. 

Consegue che 


K,,ą [0] = Z gonr Boone Poors [4]. Panvas (LS € p<9) 


dove 
| du, ou, : 
: OÙ, Op, : 
Font gu. du, 
AD ef à MR T 
MODO D, | 


e 2” è estesa a tutte le combinazioni semplici a 2 a 2 dei 
numeri (3). 
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Il determinante di ordine n(n — 1): 2 


P=|P 


Q0.r3 | 


ottenuto facendo percorrere nello stesso ordine alle coppie go ed 
rs tutte le combinazioni semplici a 2 a 2 dei numeri [3] scritte 
con 0<0, ed r< s, e mettendo in una medesima riga gli elementi 
colla stessa coppia go ed in una stessa colonna tutti gli elementi 
colla stessa coppia rs, è un determinante di Spottiswoode!), 
formato coi minori di 2° ordine di À, e quindi vale 4". 
Indichiamo con R il determinante formato cogli elementi R 
come è stato formato P con i Pore 
Si ba subito per le regole di moltiplicazione dei determinanti 


Rv] Ru T P= F u MER 


Consegue che 


00,73 


Real 
è un invariante. 
4, — Indichiamo con 
[6] A"? 
il complemento algebrico di 4,,,, in A. 
Si ha 
[7] HE A itra PA rs,pq * A 


dove 2” ha il solito significato, ed €,,,, vale zero od uno secondo 
che le combinazioni rs e pq sono differenti od uguali. La [7] si 
può anche scrivere 

[7] DE ATI . CAES == € 


1 


A .(2ma: 2), 


ra,pq * 


dove 
(Av) — Aura. (2% Tepg ‘ 4), 


ed e, vale zero od uno secondo che h e k sono differenti od 
uguali. 

Se A+ 0, e se la combinazione pq e’ tenuta fissa le [7] 
individuano il sistema 


A A 


hkpq ° 


1) (C) pp. 132—135. 
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con hk percorrente tutte le combinazioni con ripetizione a 2 a 2 
dei numeri (3), e quindi è individuato dalle (7^) il sistema 


Quo = (4): A (hę k=1,2,...,n). 


Consideriamo questo sistema per le variabili u, e costruiamo 
il controvariante a 4 apici ©” che per le variabili u coincide 
con w*""(u) 1), 

Per il principio della saturazione ıl sistema 


n 
— S' hk 
F +, = 2 Angri Q tei 
1 


è un sistema di Ricci a due indici di covarianza ed a due indici 
di controvarianza, il quale per le variabili u coincide con €, pọ (252:2), 
ma il sistema EF che per qualunque sistema di variabili coincide 
con Enpa (22:2), è pure un sistema assoluto di Ricci, come si può 
facilmente verificare, dunque per qualunque sistema di variabili 
(25.9: 2), 


n 

YU hk;pq — 
hk A c Q 7 rs,pa° 

1 


e poichè [7] ha una soluzione determinata, si ha per qualunque 
sistema di variabili 


pa — Qera, 


e quindi si puo concludere che w**”* è un controvariante di Ricci 
a 4 apici. 

Allora è pure un controvariante di Ricci a 4 apici anche 
il sistema 


alri — ri. J: — (A "va; : art! = P EnktEpy , AMP9 : (401). 
Io dico che il sistema 
are = DEnktEpy , Ara. (4 a"t!) 


è un coutrovariante a 4 apici di Ricci anche quando 4 = 0. 
Intanto la cosa è vera se la caratteristica K di A è < n(n +1): 2—1, 
perchè allora a“? = () qualunque siano gli apici. 

Resta a vedere che cosa avviene se K = n(n +1):2 — 1. 
Intanto possiamo osservare che tutti i risultati precedenti si possono 
ripetere quando a,, sia un covariante a 2 indici di Ricci col de- 


terminante a diverso da zero, ed A sia un covariante di Ricci 


rs PQ 


1) (D). Cap. II. 2. pp. 12—18. 


Rocznik Pol. Tow. matem. 4 
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a 4 indici, simmetrico rispetto alle due coppie rs e pq e rispetto 
agli indici di ciascuna coppia. Ed allora supposto 4*”"(u) EQ, 
consideriamo il sistema B,,,, covariante di Ricci a 4 indici, che 
per le variabili u soddisfa alle uguaglianze 


Brera ==> Dyna == Aa + À A" 


dove À è una costante positiva, e per tutti gli altri sistemi di indici 


Allora il determinante B costruito colle B,,,,, come A è 
costruito colle 4,,,,, è diverso da zero per 4 > 0, sufficientemente 
piccolo, e diventa zero per A = 0, perchè allora coincide con A. 

Indichiamo con B”? il complemento algebrico di B,,,, in B. 
Le B"*? sono funzioni di À che col tendere di À a zero tendono 
alle A”. Inoltre per 40, sufficientemente piccolo, essendo 
B Æ Q, il sistema 


pura — DEhxtEpq . era: (4 a") 


è un controvariante a 4 apici di Ricci, ma la legge di contro- 
varianza che vale per ogni 4>0, e abbastanza piccolo, si con 
servera a causa della continuità, anche al limite per 4=0, e quindi 


qlke — lim gx — Ientepg, API. ( 4 ca ) 


è un controvariante di Ricci a 4 apici. œ. d. d. 

Si può dunque enunciare il 

Teor. Se le a,,, a, A,,,,, A hanno il significato loro assegnato 
ai Ni 1 e 2, se ÆA"? è il complemento algebrico di Anp, in À, 
il sistema 


[8] Ga gee Enteng Id at) 


dove 


Cri == 


è un controvariante di Ricci a 4 apici, qualunque sia la caratte- 
ristica della matrice di A. 

Si vede poi facilmente che il sistema a”? e simmetrico 
rispetto alle coppie rs e pq e rispetto agli apici di ciascuna 
coppia. 


DI 


5. — Il sistema 


Ora — Qa?" pkn a? 


è un controvariaute a 4 apici simmetrico rispetto alle coppie rs 
e pq, ed emisimmetrico rispetto agli apici di ciascuna di questo 
coppie. 
6. — Si puo’ anche notare che 
es na eo + BR a — 0 


‘i finto -- Qi + O" — 0, 


e che le PR"? non sono altro che i noti simboli di Riemann 
(rs, pg) di prima specie!). 

7. — La funzione 

J; == 2.70 he Orpa 

è un invariante. 

8. — Indichiamo con @ il determinante formato col ọỌ,, p4, 
come À è stato formato cogli E,» allora con ragionamenti simili 
ad altri precedenti, si può dimostrare che 


o(0) = o(u): 47, 
da cui consegue che 


M n—1 
Jp=R +4 
è un invariante. 
9. — Sono pure invarianti 
n 
ra pq 
I w Dave di a .a 


dove a" indica il reciproco di a,, in a. 
10. — Noto che se A = 0 è Ji = 0, e che se la caratteri- 
stica K di A è < n(n+ 1):2— 1, si ha 


Jh EŻ dE dh = JU 


1) (A). Pag. 394. 
4* 
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CAPITOLO II. 
Caso di K =n(n + 1):2 — 1. Seomposizione di a" La forma F,. 


1. — Supponiamo che sia K=n(n4+1):2— 1. Sussistono 
intanto le relazioni 


[9] Zir Aiga FOO, 


qualunque siano le coppie rs e pq. 

Le (9) considerate come equazioni nelle a*”* formano un 
sistema di K +1 equazioni lineari in K < 1 incognite, colla ca- 
ratteristica della matrice dei coefficienti = X, e che quindi ha tutte 
le sue soluzioni proporzionali ad una medesima. 

Poniamo 


ak =: hk po 
b Tu Za a po) 


il sistema b** e’ un controvariante a 2 apici, e si ha 


2, A a = 0, 
1 


dunque le b** formano una soluzione del sistema (9), e poichè tali 
sono le a*"?° dovra’ essere 


opa rS b'* 772, 


dove le 4" sono delle funzioni convenienti, che per la simmetria 
di a**: rispetto alle coppie hk e pq dovranno essere proporzionali 
alle b”. Allora 


ZSEE bit DE: 

e poichè œa”! e b” b1 sono controvarianti, la H sara un invariante, e 
o" =/|H|. br 

sara un controvariante a 2 apici e sl avrà 

[10] ar — + ©, Ct, 


il segno che precede il secondo membro dovendosi prendere lo 
stesso per tutte le coppie rs e pq. 
2. — Se si pone 


RZ VI air] 
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si ha 


r 


C  — all: : d. 


Resta così individuato un controvariante a 2 apici c”. 
L'invariante |J, | diventa il quadrato dell’ invariante 


De ch As. 


3. — Le relazioni [9] danno subito a causa delle [10] 


Spa Amn 0 =0, 
ossia 

ÿ (2 CH p) Fa dt = 0, 
qualunque sia la coppia rs, e quindi 


[11] Za fa = 0. 
1 


Cosi 6 trovata l’unica relazione lineare fra i parametri /,,. 
Dalle [11] consegue che il controvariante c” ha un carattere pro 
iettiyo, e che quindi per una prolettività nello spazio ambiente esso 
verrà moltiplicato per un invariante. 

4. — Se con c,, si indica il complemento algebrico di c* in 

cl c18 ,,, ci 
i 081 c32, oh i 
| m ("2 A gn i 
1] sistema 
Yre == Crs- A 


è un covariante a 2 indici, e noi indicheremo con F, la forma 


n 


Za Yax du, dus. 


L'equazione F, = 0 definisce un cono quadrico nello spazio 
tangente a V,. 
6. — Se n=2, e la V, è una superficie generica in 
uno spazio lineare a 4 dimensioni, la F, è la forma 


indicata nello stesso modo dal Fubini?). 


‘) [E]. Tomo secondo pp. 631—637. 
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Infatti supposto che X ad Ÿ siano parametri normali di 2 di- 
rezioni del 0,!) fra loro ortogonali e perpendicolari alla V, gene- 
rica di uno spazio lineare a 4 dimensioni, si ha 


fa = 2a. X + Yn. Y, 


dove 


Le SJ, X dii, Ya, Val 


sono due covarianti. 
Se z è il piano tangente alla VF, e v è il piano delle normale 
In 0,, una direzione di z è data da 


fi du, + fa dus, 


la normale principale alla geodetica che ha per tangente questa 
direzione e data da 


Ju du + 2/1, du, du, + fas du, 
ossia da 
(xı du? + 213 du, duą + Los dus) X 
+ (y11 dui + 24,3 du, dus + Yz duż) Y. 


Ora se AX + uY è una direzione di » si hanno 2 direzioni 
corrispondenti in 7, che corrispondono ai 2 valori di du, : du, per cui 


(x, du + Żayą du, duą + £ya dus) 
— A(Yn dui + 2Y19 du, dus + Yz duż) = 0. 

Quando queste direzioni coincidono lo spazio lineare a 3 di- 
mensioni tangente a V, e contenente la direzione AX + uY è bi- 
tangente alla V,. Si vede che ci sono 2 di tali spazi (eventual- 
mente coincidenti) che corrispondono ai valori di À e u che sod- 
disfano all’ equazione 


. Uti — yn UTi — Åy A 

[12] 7 2 =0 
Ulis — 4Y12 Miss — AYos 

Ad una di tali radici corrispondono dei du, e du, proporzio- 

nali ai termini di una riga del 1° membro di [12], ossia elimi- 


nando À e m dalle 2 relazioni: 


(Uti — Aya) du, + (UTi — Ay) dus = O 
(U£is — Aie) du, + (Urso — Ayo) dus = 0, 


1) [A]. pag. 395. 


dei du, e du, soddisfacenti all’ equazione 


Lia DU, F Lio dą Yi du, + Y12 duą 


[18] Lio du, + Too duą Yio du, + Yes du, | T 0 


| 
che si puó serivere 


duj — du, du, duż 


[13] Lar Lie Ty 


Ora dalle 


Fa SEZ y, Fi 
e dalla [11] risulta 


pE Lr c”) X + Aż y, c”) Y — 0 
1 1 
e poichè X e F sono liberi!), 
2 2 
>= de ci 0, 2" Yra Cr = 0. 
1 1 


Per queste la [18’] diventa, all’ infuori di un fattore 
c23 du? — 2012 du, du, + cl! duż = 0 


od anche 


sa 
| 
© 


CAPITOLO III. 


Superficie col o, a 5 dimensioni, terne principali di normali. 
Superficie cieliche, 


1. — Se 2, ed y,, sono due sistemi di funzioni a 2 indici, 
nol porremo 


(Z, yY) = Tu Yes — 2 Lie Yis F Laa Yan 
e quindi anche 


(z, ©) = 2 (Lir Tos — Xio) 


1) [A]. pag. 360—361. 
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Def. — Se V, è una superficie dello spazio hilbertiano il 
cui o, abbia 5 dimensioni, e quindi tale per cui A +0, noi diremo 
terna principale di normali di V, ogni insieme di tre para- 
metri normali X, Y, Z di o, ortogonali fra loro e perpendicolari 
a V,, per cul sia 

(æ, y) = (y 2) = (,2)=0, 
con 


Ls == J AGE dt, Yrs = NEJ dł, Zra = ZZA dł. 


2. — Teor. — Se V, © una superficie dello spazio hilber- 
tiano col o, a 5 dimensioni, esiste almeno una terna principale di 
normali di V}. 


Dim. — Consideriamo | equazione 
Ain au Aqq; 13 ‘ Aqq 29 — 8 
[14] Ain 11 Ami 0:2 Ama =U 
Agg, BL w 8 Ay, 12 Ang 22 
che sviluppata e divisa per — a? :2, diventa 
[14] 03 + 2J,0? |-4J,0 — 2J, = 0, 
dove ọ = 0:4a. 
La [14] ha almeno una radice reale ọ,. 
Il sistema 
Azz Aqq 1 — 2419 Ain 12 F Aaa (Ain e2 — 010) = 0 
a 
[19] fas Ap, |= 2 Ais (A 12 À Qi 5) + di din g = 0 


Ang (Aos 11 — Qi a) — 24,3 Ag, 10 + An Ag 22 = 0 
nelle 4,, ha soluzione, e noi potremo trovare una sua soluzione 
reale 4,, per la quale sia 


(4,4)= qa. 
Sia intanto 4,, una qualunque soluzione reale di [15], e poniano 
[16] L = (fz fn — 2e io + 411 722) : (010). 


Moltiplicando i 2 membri di [16] per f,, ed integrando e te- 
nendo conto delle [15], si ha 


[17] SLf,dt = À, 


e moltiplicando i due membri di [16] per L ed integrando, e te- 
nendo conto di [17], sì ottiene 
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[18] J L? dt == (4,2): (014) 
e poiche il 1° membro di [18] è œ 0, sì potrà porre 
[19] (Q1 a) : (4, 2) = 6%, 


dove Ô è un numero reale, ed il sistema x,, = 04,, è una soluzione 


reale di [15] che soddisfa la 
[20] (x, ©) = qa. 


Ponendo inoltre 


C=" 
per le [17] e [18] si ha 
[17] SX, dt x, 
[184] | Xadt = L, 


la quale [18’] dice che X è un parametro normale di o 
perpendicolare a V}. 

Siano inoltre Y” e Z” due altri parametri normali di o, per- 
pendicolari a V, e tali che X, Y’, Z” siano fra loro ortogonali. Sara 


[21] fa = Xn X + y, Y +2,27, 
dove, x,, è dato dalle [17°] ed inoltre 
Va) GTI ft: 
Moltiplicando per ó le [16], si ha j 
[16°] X = (44 fn — Zoo F T122): (010), 


e sostituendo in [16°] alle /,, i secondi membri di |21]. si ottiene, 
tenendo conto delle [20], 


(x,y) Y” + (x, z) Z = 0, 
e poichè le Y” e Z” sono libere sarà 
[22] (x, y') = (x, z”) = 0. 
Se risultasse inoltre (y’,z) —0, le X, Y’, Z' formerebbero 
una terna principale, e quindi sarebbe provata l’esistenza di una 


terna principale. 
Se invece (y’, 2') + 0, poniano 


= cosa I!” — sen a Z’ 
Z = sen a Y’ + cos a z’ 
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ed allora X e Y sono 2 altri parametri normali di o, ortogonali 
fra loro e a V, ed a X. 
Si ha poi 

Y’ = cosa Y + senga Z 

Z = — seng Y + cosa Z, 
e quindi 

Sra ~ L A + y, Y + 2,2, 

dove 

Y, = Yrs COSO — 2,,8eD Q 

Z, = Ya SEN a + 2,, cosa. 


A causa delle [22] si hanno le 
[22 | ie 
Si ha inoltre 
(y, 2) = |[(y,y') — (2/,2')] sen a cosa + (y', 2°) cos 2a, 
e, scegliendo œ in modo che 
(2, “= (Y', y’) 
2(y,2) O 


(y, 2) = 0, 
ed allora X, Y, Z sono una terna principale. Così e completamente 
dimostrato il teor. 
3. — Supposto che il o, di V, sia a 5 dimensioni, e che 
X, Y, Z sia una terna principale, sarà 


VE = „X + Yra Y + AVA 


cotga = 


si ha 


con 
= fX fadt, y, = SYJ dt, e,= S4},dt, 
ed 
(z, y) = (Y, 2) = (2, x) = 0, 
ed, a causa di queste relazioni, si ha subito 
Lao fhi — 2 Lia fi + Lia fae = (2, x) X e analoghe 
e moltiplicando per f,, ed integrando 


Tag Ay 11 — 2 Vie À 12; 11 4: Gł æ)] = 
+ Lu 412,90 = 0 


Laa lAs; 11 — (3, c) — 2 Lio Ayo 23 bt Lia 439, gą = 0 
ed analoghe. 


TÀ s ~ 
[15] ae Ain u — 20,4 P> Gi 
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Risulta che 
(2,2%) (y,y), (2,2) 
devono essere radici di [14] 

Se le radici di [14] sono a 2 a 2 diverse, per ognuna di esse 
la matrice del 1° membro di [14] ha caratteristica 2, e quindi le 
corrispondenti [15] hanno una sola soluzione. Si vede cosi che in 
tal caso si ha una sola terna principale. 

Per determinarla, indichiamo con g,. 0», Q; le tre radici di- 
verse di [14'], che sono degli invarianti. Osserviamo poi che 


W, 


rsp TT (a, A gą + dzą Asp — 24, Apa) 2 


e un covariante che ha le stesse simmetrie di A,„,,, per cui 
Winn = Wisa = Wini = Wins = 0, Wy, gą = — à, Wini =0:2, 
ed allora anche 


A a= 4 


rapu 
i 


+ Qi h e 


r3,PQ 


© un covariante che ha le stesse simmetrie di A 
nante A, formato cogli elementi 4 
i î 


„pı © Il determi- 
come è stato formato À cogli 


r8,Pu 


Aspa È nullo ed ha caratteristica 2. 
Indichiamo con 4”** i complementi algebrici di 4,,,, in 4, 
e poniano 


OP — Derstep, | APs (4 Qui. 


Questo è un controvariante a 4 apici, ed essendo A==0, posto 
i 


Ao 
e | 
dl” 
(ao 
Sl ha 1) | 


di — + y” l yi; 
Il complemento algebrico di y* moltiplicato per a si indicherà 


con y,, ed i sistemi x,,, y,, 2, risulteranno proporzionali ai cova- 


1) Poichè anche i risultati del Cap. II n° 2 valgono per qualunque si- 
stema covariante Arepą avente le solite simmetrie, e quindi senza tenere conto 
dei legami colla varietà. 
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rianti y,, Yas Yay il fattore di proporzionalità dovendo essere de- 
1 2 3 
terminato in modo che 
(x, x) = Qa (Y, Y) = 0,4, (2, 2) = 030. 


4. — Non può darsi che le radici di [14'] siano tutte uguali, 
perchè in tal caso le x,,, Ym., 2, sarebbero soluzioni del medesimo 
sistema [15], e quindi, o sono linearmente dipendenti, ed allora il 
© ha meno di 5 dimensioni, o non sono linearmenti dipendenti ed 
allora devono essere nulli tutti gli elementi del 1° membro di [14], 
e dalla relazione À4,,,,, = 0 che ne conseguirebbe si avrebbe ancora 
che il numero delle dimensioni del o, sarebbe < 5. 

5. — Resta a supporsi che le radici di [14'] siano una doppia 
ed una semplice. In tal caso due delle espressioni 


(2,2), (Y, Y) (2,2) 
saranno uguali, per esempio sarà 
(x, ©) = (y, y). 


Allora il sistema [15] in cui g, è una conveniente radice di 
[14'] è soddisfatto tanto da «,,, quanto da y,, e poichè le x,, e y, 
non possono essere proporzionali, perchè allora le /,, risulterebbero 
vincolate, la matrice del 1° membro di [14] dovrà avere caratteri- 
stica l, e @, è radice doppia di |14’]. 

Dunque se [14] ha una radice 0, doppia ed un’ altra sem- 
plice gs, sarà 


(2, x) "2 (Y, y) = Qu, (2, 2) = Q24, 


le x,, e y,, saranno 2 soluzioni del sistema [15], per cui (x, y) = 0, 
le 2, soddisferanno le relazioni 


Zaa A SSA + 21 (Ans 22 — 0, a) = 0 
a 

299 Aqq; 11 — 2259 (A, 12 =- Q2 3) =E 211 Aig gą = Q 

293 (400, 11 — 02 a) — 2219 429; 19 + 211 429129 = 0. 


E evidente in questo caso che facendo ruotare lo spazio a 3 
dimensioni appartenente a o; e perpendicolare a V, intorno alla 
retta uscente dal punto di V, ed avente per parametro Z, la terna 
X, Y, Z si porta in un altra terna principale, perchè detto a l’an- 
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golo di rotazione, ed X” e Y’ i parametri normali delle nuove 
posizione di X e Y, e x,,, y,, 1 soliti covarianti associati, si ha 


(x, y) = [(x, x) — (y, y)] sen a cosa + (x, y) cos 2a, 
e si vede che 
VIE 
perchè (x, x) = (y, y) e (x, y) = 0. 


E interessante osservare che essendo’ la caratteristica di 4 
| 


uguale ad 1, risulterà 
do <= +£ W, pa; 


dove w,, è un covariante, e per le [15] dovrà essere 
(x, w) = (y, w) = 0, 


il che prova che i sistemi w, e 2,, devono essere proporzionali. 
6. — Concludendo 


Se una superficie V, ha un o, di 5 dimensioni, 
o esiste una sola terna principale, o ne esistono infi- 
nite che si ottengono da una di esse facendola ruo. 
tare intorno ad una determiuata delle sue rette. 

Il 1° caso si presenta quando l’equazione [14'| ha il discri- 
minante diverso da zero, ed il 2° quando questo discriminante 
è zero, pur non avendo la [14'] tutte e tre le sue radici uguali. 

Def. Un punto di una V, col o, a 5 dimensioni, in cui si 
ha una sola terna principale si dice generico, ed un punto con 
infinite terne principali si dice ciclico. 

1. — Def. Una superficie V, col o, a 5 dimensioni, la quale 
ha tutti i punti ciclici, si dice ciclica. 

Esempio. 

Siano Di, Pas Pas Pas Psr Pe 6 parametri normali fra loro or- 
togonali e consideriamo la superficie V, di equazione 


f = cosu, p, + senu, P + COSW P3 + sen w pi + 
+ cos + t2) ps + sen(u, + Us) Pa. 
Per essa si ha 


Ją = — sen, 9, + Cosu, Pa — sen(u, + ua) Ps + cos(u + we) ps 
Ją = — sen tig Qs + cos P, — sen(u, + Ug) Ps + cos(u, + Ua) Ps 
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ed inoltre, indicando con f le derivate seconde ordinarie di f, 


Jn = — Cosu, Pı — sen, Ps — COS (U, + wę) Ps — sen (u, + te) Po 
fo = — COS (U, + #3) Ps — Ben (t: + 44) Pe 
fa = — COS; 93 — SEN Ua Pa — COS (U1 + Us) Ps — sen (u, + 14) Pg 
e poiche risulta dalle espressioni trovate che 
Sfufdt=0 (r,s,p=1, 2) 
si ha anche 


n =a, (r,s = 1 2) 
e quindi 


A ti Apy, sac 2, Ay, pt: == Au, Ay S= Ay, 22 — A9; or 15 


e l'equazione [14] diventa 


| 2 | 1 — 0 
TRE EE > | 146 
1 — 0 1 2 
che è soddisfatta, come si verifica subito, da 9= — 1, e da 0=2. 
Infatti per 6 = — 1 la prima e la terza colonna risultano uguali, 


e per 0 = 2 la prima colonna risulta uguale alla differenza della 
seconda e della terza colonua. 

Si vede poi facilmente che 0 = - 1 annulla tutti i minori 
di 2° ordine del 1° membro, e quindi la 8 = — 1 è radice doppia. 
Dunque la superficie considerata è ciclica. 

Ogni terna principale di normali conterrà il parametro 
Z=f:(3, ed altri due parametri X, Y ad esso ortogonali ed or- 
togonali fra loro. ed es, 


X = (p, — Y): V2, Y = (y, + YP — 24%): V6, 
dove 
W, = Cost P; + senz, Po 
Ye = COSU Ps F senu, Pa 
ws = cos(u, + Ua) Ps + Sen (u, + ug) Pe 
Con queste notazioni è anche 
Z= (y, + Y: + W): V3. 


8. — Se V, ha il o, a 5 dimensioni, le normali principali 
alle sue geodetiche formano un cono quadrico che diremo il cono 
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geodetico, e se X, Y, Z sono una terna principale, un punto di 
questo cono sarà dato da 


Fr Ve az: 
dove $, 7, © sono le sue coordinate rispetto agli assi X, Y, Z, 
e poiche 
A = (Ta fu — 2244 f12 F Dy, Jus) : (2, 2), 


ed analoghe, detto punto sara dato da 


f+ LA LEZ PURES ET + Ay fa 


dove 


A, = E. La: (©, 2) F 9. Ya ily Y) AF 6 02,4 (2, 2), 


(4, A) =0, 
poiche deve risultare 
Ay M2: Aog = du35: du, dug : du? 
e quindi con 
5°: (x, ©) + 0°: (4, y) + 6°: (2, 2) = 0, 


il che prova che una terna principale è un triedro trirettangolo 
autopolare rispetto al cono geodetico. Quando il punto è ciclico, 
ossia la terna principale non è determinata, il cono geodetico è un 
cono di rotazione. 


CAPITOLO IV. 


Superficie col o, a 4 dimensioni. Coppie principali di normali.. 
Superficie cicliche. 


1. — Def. Se V, è una superficie dello spazio hilbertiano il 
cui o, abbia 4 dimensioni, e quindi tale per cui A ha caratteri. 
stica 2, noi diremo coppia pringipale di normali di V, ogni 
coppia X, Y di parametri normali di o, ortogonali fra loro e per- 
pendicolari a V,, per cui sia (x, y) = 0, con 


D — A ft y IE fiat. 


2. — Teor. Se V, è una superficie col o, a 4 dimensioni.. 
esiste almeno una coppia principale di normali a V}. 
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Dim. — Indichiamo con z il piano tangente a V, e con v 
il piano perpendicolare a t che giace in ©. 

Siano X, Y due parametri normali di » fra loro ortogonali, 
e Zay Yn i soliti relativi covarianti. Sara 


Jua = n X +F Ya Y. 
Una direzione di 7 è data da 
Ją dus +f dus, 
la normale principale alla geodetica tangente a questa direzione 
sarà data da 


fa du? + 24, du, dus + fyo du? = A X -+ uY, 


dove 


2 2 
A= Sn Za dlu du, U = En Yn AU du,. 
1 ] 


Si vede cosi che ad ogni valore di du, : dus, cioè ad ogni 
direzione 7 corrisponde un solo valore di A: m, cioè una sola dire- 
zione di v, e che ad ogni direzione di » ne corrispondono due 
di z (eventualmente coincidenti). 

Le direzioni di » che corrispondono a direzioni coincidenti 
di z si diranno normali doppie. Esse corrispondono ai valori 
di Z:u che annullano il discriminante dell” equazione 


[23] Èl UEa — Yn) du, du, = 0 
ossia che soddisfano l’equazione 


UX — ÊY Mia — lys 

His — Ayr Ulas — Uso 
Si vede così che esistono due normali doppie che possono 
essere reali e distinte, reali e coincidenti ed imaginarie coniugate, 
ed in particolare le due rette cicliche di v. 

Corrispondentemente noi diremo che il punto è iperbolico, 
parabolico od ellittico ed in particolare ciclico. 

Se il punto non è ciclico le due normali doppie dividono » 
in due angoli, le cui bisettrici sono reali e fra loro perpendicolari. 
Dico che queste bisettrici formano una coppia principale. Suppo- 
niamo che i parametri X e Y siano quelli di queste 2 bisettrici, 
allora se 2, X Eu, Y, 4, X + u,Y sono i parametri delle 2 normali 
doppie, poichè X e Y devono risultare loro bisettrici, dovrà essere 


Ax bo + 444, = 0 


| 
[24] |=0. 
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e poichè 4,, u, e 44, 4, soddisfano la [24] dovrà essere nullo il coef- 
ficiente di À.u in [24], e quindi essere (x, y) = Q c. d. d. 

Se il punto è ciclico, dovendo la [24] risultare equivalente alla 
A: + u? = 0, dovrà essere (qualunque sia il sistema di partenza X,Y) 


(x, x) = (y, y), (x, y) = 0, 


il che prova che in questo caso ogni coppia di direzioni di » fra 
loro ortogonali è una coppia principale. 
Così è dimostrato completamente il teor. 


3. — Se X e Y è una coppia principale, è al solito 
fa = En X +, Y, 
con (x, y) = 0, da cui si ricava 
Los Jii — 22i fie + Les = (%2) À 


ed analoga per y, e moltiplicando per f,, ed integrando si hanno 
le [15°] e le analoghe per y. 

Ciò prova che (x,x) e (y, y) sono radici di [14]. 

Ora la [14], essendo nel nostro caso A==0 diventa, posto 
ọ = 0:a e dividendo per ©, 


[14] o + 2J, 9 + 4J, =0. 


Se le radici di [14”] sono uguali si avrà un punto ciclico. 


4. — Se A e m soddisfano la [24], AX + uY è parametro 
di una normale doppia. La perpendicolare in v a questa normale 
doppia ha per parametro normale 


pid 
VA + us 
e, se 2, = fZf,dt, si ha per la [24] (2,2) — 0. Si ha così il 


2 = 


Teor. Le perpendicolari invalle normali doppie 
hanno uu covariante con determinante nullo. 

0. — Def. — Una superficie V, col o, a 4 dimensioni, la 
quale ha tutti i punti ciclici, si dice ciclica. 

Esempio. 

Siano Pis Pas Ps, Pa 4 parametri normali fra loro ortogonali, 
ed U e V la parte reale ed il coefficiente dell’ imaginario di una 
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funzione analitica U<+iV della variabile complessa u, + iu, 
e consideriamo la superficie di equazione 


J =14 Pi +, Ps + Ups + Vi. 
Dico che essa è ciclica. 
Intanto indicando con U,, Uz, Un, Ut, Us le derivate par- 
ziali prime e seconde ordinarie di U rispetto alle u,, ed analoga- 


mente per V, si ha 


U; = Vy, U, ssi K Vi; U, = — 11 
e quindi 
Ji = Pi + Ups + TV194 = pı + Ups — U: pa 
fa = Pa + UaPs + VaPi = Pa + Upi + Up 


da cui sì ricava 
ui = Sfidt=14H-4, ag = fiji dł "0 ap = Jf nee 
dove = U? + U}. | 
Se poi indichiamo con /,, la derivata seconda ordinaria di f 
rispetto ad u, e ad «,, abbiamo 
fu = Un Ps — Urn Pa 


fia = Una Pa + Un Pa 
fa = Un Ps + Uys Pi = — Un Ps + Us 9. 


Da queste espressioni risulta che fy = — fn e che quindi 
dovrà essere 
fa = — fr 
Inoltre sara 
fa =fu — af, — Bf, 
dove a e B devono essere scelte in modo che /,, risulti ortogonale 
ad f, e ad f}, ossia in modo che 


Sfafdt= U, U, + UU, — a(1+4)=0 
Shifa dt = UU, — Ui Ue — B(1 + À) M 
Sara dunque 


U, U 
fu = Li Q; — Us Pa — 1 re. (Le fi =F U 2/4) — 14 ah — IRAR 


Inoltre si avrà poi 


fo = fu — yi, — ôf, 
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con y e d scelte in modo che fia risulti ortogonale ad f e /,, 
ossia in modo che 


Js fı dt = U, Uie — Us Us — yA + 4)=0 
A dt = U,U,, + Us Us — (1 + 4) =0. 
Sara dunque 
Jia = Us Ps + Un Pa — A HUA) Hy q(Usfi — Uih). 
E si verifica facilmente che 
Jiu had — 0. 


Ed indicando con X e Y parametri normali delle direzioni 
che hanno per parametri /,, ed /,, sì ha 


fa = Ln X F Yn Y, 


con 
Y11 = Yaga = Via = 0 
6 
dy = — du = + (Uh + U;,). K 
Yi = + V(U3, + Uio). K 
dove 
RL + ER 


Si ha cosi 
(z,y)=0, (x, x) — (y, y), 
e la superficie che si considera è ciclica. 


Le superficie qui studiate furono già considerate col nome di 
superficie riemanniane dal Kommerell'). 


1) (F). 


Sur les fonctions satisfaisant à la condition 
de Lipschitz généralisée. 


Par 
Stanisław Ruziewicz (Lwów). 
Le but de cette note est de donner pour tout a positif < 1 


un exemple d'une fonction satisfaisant à la condition de Lipschitz 
généralisée, c’est-à-dire à l’inégalité: 


FC) — FN I<MIx— y}, 


et ne possédant de dérivée pour aucune valeur de l'intervalle (0, 1). 
Soit œ un nombre positif < 1. Choissons un nombre uaturel 


g >> 2 suffisament grand pour qu'on ait 
(1) (3g — 2)" < g; 
on vérifie sans peine que de tels nombres g existent pour tout 


Ge |: 
Posons pour tout nombre entier y, où 0S y S 3g — 3: 


a= 35; p= pour y = 0 (mod 3) 
2) See , yw , 
a, =, = n y=? $ 
On a 
(8) 0< a, A, 
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Soit x un nombre réel de l'intervalle (0,1), défini par le dé- 
veloppement 


ME Nd 4. ME 
(5) = Daga 
posons 
(6) f(x) = a, + b, a, F 0, by, 4, F bd, by, 0, ap +... 


La fonction f(x) ainsi définie est univoque pour tout nombre x 
de l'intervalle (0, 1); en effet, si x a deux développements différent 


inno Lot RI Lie -2) (y, > 0) 


et 
392! (89-251 "1 05 290% ap ana pos 


et si f(x) est définie pour le premier de ces développements: 
f(z) = a, -+ b, a, +... + WRO, 207102. (ye 


en désignant par f(x) le côté droit de (6) pour le second dóve- 
loppement, nous aurons 


f(x) = = ay har by, ay, +. ih by, bn. bp dy,-1 ar 
3g — 3 3g — 3 
à b, by, EN bani b,,-1 243977 JE by, b,, by i, by -i MY m e” 
= a, F by, 0y, F 2: > By, dy By, Gy, + 
sia by, br. LUE [a A, 1 gi” bah 


donc, d’après (4): 
= f(x). 


Soit maintenant 


>: My 
(3g — 2)” 


rd 


où nel et0<rgrtA<1 


et 
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Le développement de x + h est 


Yov T N» 
(a) xph — Ay 2) Lu 
ou bien 
(8) += Zi” ire żyć 
89 — 2) (39 — 2) DE) 
[ISPS] 
vy, <39—83/ 


Dans le cas (@) nous aurons 
f(x as h) + f(x) = by, db, -. i by, (Ce = az) an 
T Ue 0,42 + by, 41 40) + ch 
donc, d’après (2) et (3): 
1 — | — 1 
Pre + I fe a le 


Dans le cas (8), en posant 


NZD Yi PN o? tt 
$= 37—22 T (8g — 2} | TF gg—2) 


SA) A sę ya né i Yp A  3g—3 l dg — 3 


~ Bg — 2 "(Bg —2 TT (89-21 (3g 27" (39 — 
nous obtenons (x et le second développement de et de même 


zh et le premier développement de È coïncidant resp. dans ses 
n premiers chiffres et se différant dans le n + 1 chiffre), en utili- 


sant l'inégalité obtenue dans le cas a: 


[Fæ +h) —/(2) | S| flath) — E 170 —/(2) | Z 


Dì 


Dans les deux cas (a) et (8) nous obtenous done pour h>0, 


Or], 0<xrx+AhA<1l: 
1 
AG +) II 
ce qui donne, d’après (1): 


r 
| f(x 4h) — f (2) |< 7—2 D) 


donc 


fa + h) — /(2) | <Bghe. 
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Pour h < 0 on obtient l'inégalité 
f(x + h) — f(z) | < 3g |h |”. 


La fonction f(x) satisfait donc à la condition de Lipschitz 
généralisée. 
Soit maintenant (5) le développement d’un nombre x, ou 
0< x <1, ayant une infinité de chiffres y, différents de 39 — 3. 
Supposons que pour une infinité de x,, tels que y, 439—3, 
on a 
Ya, = 0 (mod à) 


(nous avons donc y, <= 3g — 6). 
En remplaçant y, par y, + 2, nous trouvons pour 


n, 1 e9 
A ETS AEN au 
"y = 26, —2) ' (39 — 2) „tz CE w LL 
d’après (1): 
fs) = 07, + By, a He + By, by +t dy, 1 Kom Ja 


y. + 2) — 2 
+ b, b Va” Dyna by, 3g <a — 
1 7 
+6,88, 50 Ho: SD) 
d'où 
f (En) = f(x) 
m RE |) 


x=oo - Ca, X 


Or, en remplaçant y, par y, + 3, nous trouvons, pour 


E n,—1 Ya, “pts ca 
SZ PIE) (89 —2) stag at 2 Gr a 
fa, d) = 4, ORA To, Z — 7a, FT 


1 
AF b, by, bra, — ia ERA Vi b i by. = g a, „Pl "r = Sona 


e. 
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d’où, SEPE (2): 


in E/O aa (ea — 2\". 
== lim — =_= =: CO 
AE | La, = p | ie sie g 


La fonction f(x) est done dépourvue de dérivée pour toute 
valeur x de l'intervalle (0,1), dont le développement a base 3a — 2 
a une infinité de chiffres y, == 0 (mod 3), y, S 3g — 6 


Supposons maintenant, qu'on a pour une infinité des indices n 
Ya, = 1 (mod 3). 
En remplaçant y, par y, + l, nous avons 


f(z,,) = a, F b,,a,, M 0, by, 


by, y2 dun, —1 + 
(Yn, =F 1) ru 1 
+- b,, b, ves b,, i u widgę “Re by, by, RY On a 9 dn +2 + cei == 
1 
= fla) — b, by b, ag +20, 0, .0 
done 


1 
O Vn,—1 g Gy 49 + Gao 


Fx) — f (2) (29 — 3)"x b, b, ...b 


Dati 
T, — T g 
.[1— 2a, 4 — 26, 4 ay, 49 20! 
En emplaçant y, par y, — 1, nous avons 
HG) =P) — b, bee by no SA b 
d’où 


er 1 g Inti -|- > 
RO CRUE 


by, by, a 

Ta, — T g | 

i [1 4 20, 41 — 2b nt! a 42 mua 
__ f(z.) — fla) 


Va, — 2 


Si pour ces valeurs la dérivée existait, elle serait nécessaire- 
ment nulle, et nous aurions l'égalité 


© um (a, rl TT O ti dor st? +. |= LÉ 
D'autre ne en remplaçant Ya, PAT y, - 2, nous avons 


13 


= 
S 
z 
x 
— 


l 6 . 
Pe) + 20,68, a tV re bi 


1 
z g bn 4: Re T RER 


d’où 
AE) — f(x)  (289—3)%0,,0,,... b,, 1 
ere ere e Oa 


donc, la supposition que pour ces valeurs une dérivée existe, entraîne: 
lim (a. b a ssd] 51 
ml Ynti sr Yn +1 Yn +2 sa ] 3 


contrairement à (*). 

La dérivée de la fonction f(x) n'existe donc non plus pour 
ces valeurs de l'intervalle (0,1), dont les développements pour la 
base 39 — 2 ont une infinité des chiffres y, = 1 (mod 3). 

Supposons enfin, qu'on a pour une infinité des indices x,: 


Y,=2 (mod 3). 
En remplaçant y, par y, — 2, nous avons: 


Je.) =f (2), 
d’où 
lio =-.0 


1 
x —> 09 Cn, = 6 


en remplaçant y, par y, + 1, nous obtenons: 


- 1 
UC == f(x) + b, by, ... O a g’ 
d’où 
(æ, — e x) = NIA 
im ERZE | qm 2 °) SES 
x —> 00 Ca, = w x — 00 g 


Donc, pour les valeurs x du dernier genre la dérivée de 
f(x) wexiste pas. 
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Mais, évidemment, tout nombre de l’intérvalle (0,1) (à l'ex- 
ception de 1) appartient à un de trois genres considérés (car si 
nous avions constantemment y, = 3g — 3 pour tout n>N, 
Yy < 3g — 3, nous pouvions dans cet développemment remplacer 
tous les y, par O et yy par y, + 1. 

Donc pour aucune valeur x de l'intervalle (0,1) la fonction 
f(x) n’a pas de dérivée (ni finie, ni infinie); pour z= 0, comme 
on voit aisément, il n’y a pas de dérivée à gauche, pour x = 1 il 
n'y a pas de dérivée à droite. 


Sur la continuité des fonctions absolument 
additives d'ensembles. 


Par 
W. Sierpinski. 


Soit M un espace métrique donné, F — une famille de sous- 
-ensembles de M, telle que 

1) La somme d'une infinité dénombrable d’ensembles de la 
famille F appartient à F. 

2) Le complémentaire CE == M — E de tout ensemble E de 
I appartient à F. 

Soit f(E) une fonction réelle finie d'ensemble, définie pour 
les ensembles E de la famille F. 

La fonction f est dite absolument additive (sur la fa- 
mille F), si pour toute suite finie ou infinie E,, E, K,,... d'en- 
sembles disjoints de la famille F, on a 


f(E, +E + E, +..)=/(E)+f(E)+f(E) +... 
La fonction f est dite continue sur F au point p, s'il 
existe pour tout e > 0 un nombre r > 0, tel que les formules 
EeF, EC K(p,r) 
entraînent 


f(E) <e, 


K(p,r) désignant la sphère au centre p et rayon r. 

M. H. Hahn a démontré!) que pour qu’une fonction f 
absolument additive d'ensemble soit continue au po- 
int p sur une famille F densembles, satisfaisant aux 


1) Theorie der reellen Funktionen, Berlin 1921, p. 409. 
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conditions 1) et 2), il faut et il suffit que dans le cas 
où l'ensemble (p) (formé d’un seul point, p) appartient à F, 
on ait 


(1) /((p)) = 0. 


Le but de cette Note est de donner une démonstration de ce 
théorème plus simple que celle de M. Hahn. 

La nécessité de la condition étant évidente, nous prouverons 
seulement leur suffisance. 

Admettons que la fonction f n’est pas continue sur F au 
point p. Il existe donc un nombre a > 0 et, pour tout m naturel, 
un ensemble £, de la famille F, tel que 


(2) E,CK(n;) (a=1,2,3,..) 
et | 
(3) f(E)>a pour n = 1, 2, 3... 


L’ensemble de tous les ensembles finis (différents) de nom- 
bres naturels étant dénombrable, 1l existe une suite infinie 


(4) 0,. 09, 0y,... 


formée de tous ces ensembles. 

O ==(ny, no,- n) étant un ensemble donné de nombres na- 
turels, nous désignerons par H, = H,.,,,...,,, Pensemble de tous 
les points g de M, tels que 


qeE,, pour i = 1, 2, 3,..., k, 
et 
qeCE, pour n En (G= 1,2,.., 4). 
Les ensembles E,(n = 1, 2, 3,...) appartenant a la famille F, 
il résulte tout de suite de 1) et 2) que les ensembles 


(5) Ha MERE EE. Il CE. 
nin, 
(1=1, 2,...k) 
appartiennent a F. 
m étant un nombre naturel et a = (n,, #4,..., #,) un ensemble 
fini de nombres naturels, nous designerons par H,, l’ensemble 


TT 
11 UPS PEL TELE 
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Soit g + p un point de l’ensemble £,: on voit sans peine 
qu'il existe un systéme d'indices »,,n,, ..,,, tel que 


ge H 


Mga N}, Ngisep ng’ 


Pour le voir il suffit de se rapporter à la définition des en- 
sembles H et de remarquer que le nombre des indices n, 


nis apesse nę 


tels que qeF,, ne peut pas être infini, puisque, d’après (2), on 
] 
aurait dans dans ce cas geK |p, z) pour une infinité de nombres 


n, ce qui donnerait q =p, contrairement à l'hypothèse. 
Or, on a évidemment (d'après la définition des ensembles 


H n ) 
wma k 

HE ngerong a En. 

Il en résulte tout de suite qu’on a soit 
(6) E,=3 My? 
i=] 

soit 
© En = (p) + À Hua, 
et dans ce dernier cas nous pouvons supposer que (p). Hms, = 0, 
pour 4 = 1, 2,3,..., d’où résulte, les ensembles £, et (5) apparte- 


nant à F, et la famille F satisfaisant aux conditions 1) et 2), que 
l’ensemble (p) appartient à F. 
Les ensembles Hna, (À= 1, 2, 3,...) étant évidemment dis- 


joints (d'après (5)), il résulte de (6) et (7) (d'après (1)) que 
(8) NE) = Z Hna) 


(la fonction f étant absolument additive sur F). 

Désignons par @;, 3, 03,..., respectivement par fi}, Ên 83,..., 
tous les termes consécutifs de la suite (4), tels que f(H.)>0, 
resp. /(H;) < 0, et posons 


(9) P=SH,, Q= 5 H, 
i=l (=) 


— ce seront, d’après 1), des ensembles de la famille F. 
Les ensembles H, (i= 1, 2,...) étant disjoints, il résulte de 
(9) (et de 1)) que 


10) | AP)=21(H,) et FO 2 EH); 


la fonction f(E) étant finie pour les ensembles E de F, il en ré- 
sulte que les séries (10) sont convergentes: d’après la definition 
des a, et f, on en conclut tout de suite que la série 


(11) 21) 


est absolument convergente. 

Le nombre m étant suffisamment grand, tous les systèmes 
d'indices (m, c,) (i = 1, 2, 3,...) sont évidemment des termes de la 
suite (4) dont le rang est aussi élevé qu’on veut. La série (11) 
étant absolument convergente, il en résulte tout de suite qu’il 
existe un nombre m, tel que 


2 FH, 04) < a pour m> m, 


ce qui est incompatible avec les formules (3) et (8). La fonction f 
est donc continue sur F au point p, c. q. f. d. 


Sur l'accessibilité rectilinéaire 
des points d'un ensemble (F) plan. 


Par 
Otton Nikodym (Cracovie). 


La théorie des ensembles (4)?) gagne toujours en importance 
grace aux liaisons avec des questions fondamentales concernant la 
logique mathématique3). Ces ensembles qui peuvent être définis 
comme les projections des ensembles mesurables (B) interviennent 
aussi dans des différents problèmes de la théorie des ensembles. 
Un de tels problèmes est celui posé par Urysohn*): 

Soit E un ensemble de points situés dans l'espace à x di- 
mensions (n => 2), appelons un point A de E rectilinéairement (ou 


1) Selon la terminologie de M. Hausdorff un ensemble est dit (Fg). s'il 
est somme d'une infinité dénombrable d'ensembles fermes. 

2) Comptes rendus 164 (1917) p. 88 M. Souslin: Sur une definition ties 
ensembles mesurables (B). ibid. p. 91. N. Lusin Sur la classification de M. 
Baire. 

Voilà une propriete fondamentale des ensembles (4). Pour qu’un ensem- 
ble E soit un ensemble (4) il faut et il suffit qu'il existe un système d'en- 
sembles mesurables (B): 


Olą tą. TL ` (ty, tą,.-., x = 1, 2,...) 
pocia) (b =1, 2...) 
tel que E= Il è, . dą, ia > di, ią, iget 


fis 19;-+. 
le produit étant étendu à toutes les suites infinies 1,, î,,... de nombres naturels. 
Un tel système s'appelle „système déterminant de E°. 

3) H. Lebesgue, Ann. Ec. Norm (8°) 35 (1918) p. 198. N. Lusin: 
Comptes rendus t. 180 p. 1318 (4 mai 1925); ibid. p. 1572 (25 mai 1925); ibid. 
p. 1817 (15 juin 1925); ibid. t. 181, p. 95 (20 juillet 1925); ibid. p. 279 (17 
aoùt 1925). N. Lusin: Fund. Math. T. X. Sur les ensembles analytiques. 

4) Fund. Math. t. V. p. 337. (Problème 29). 
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linéairement) accessible (dans le complémentaire de Æ) s’il existe un 
segment rectiligne AB n'ayant pas avec Æ de points communs, qui 
soient différents de A. Urysohn a proposé d'étudier le caractere 
de l’ensemble de tous les points rectilinéairement accessibles d’un 
ensemble fermé E donné à l'avance. 

Dans cet ordre d'idées le premier résultat est obtenu par M. 
E. Mazurkiewicz et Urysohn, qui ont démontré le théorème 
sulvant 1). 

L'ensemble A de tous les points dun ensemble 
plan et fermé E, qui sont linéairement accessibles, 
est un ensemble (A). 

La méthode employée par M. Mazurkiewicz modifiée 
convenablement, permet d’étudier la question de l’accessibilité recti- 
linéaire dans les cas des ensembles (F,) plans. 

C'est précisément par cette méthode (qui va étre exposé ici), 
que j'ai résolu pour la prómiere fois le problème pour les ensem- 
bles (F). 

M. C. Kuratowski a donné ensuite une autre méthode, 
beaucoup plus simple?) et en outre j'ai publié?) une méthode tout a fait 
générale, permettant dótudier le problème pour des ensembles 
projectifs du type quelconque. Recemment M. N. Lusin*) a publié 
une méthode extrêmement simple et générale permettant de resou- 
dre de différentes problemes concernant l'accessibilité. 

Néanmoins la méthode (mentionnée ci-dessus) de M. Mazur- 
kiewicz parait être interessante et c'est pourquoi que je me pro- 


pose de l’exposer ici en l’appliquant — avec des changements 
convenables — au problème de l’accessibilité pour les ensembles 
(F„) plan. 


Le théorème, que nous nous proposons de démontrer est le 
sulvant: 


1) P. Urysohn: Sur les points accessibles des ensembles fermés (publie 
par M. Alexandroff) Koninklijke Academie Van Wetenschappen Te Amsterdam, 
Proceedings Vol. XX VIII, Nr. 10, p. 984—993. M. Mazurkiewicz a exposé 
sa démonstration dans une des séances de la Société Polonaise des Mathéma- 
tique (Section de Varsovie) en 1924. 

2) Fund. Math. t. VII. p. 250. 

3) Ibid. 

4) Fund. Math. t. XII. 
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Pour tout ensemble plan E du type (F,), l'ensem- 
ble de points qui sont linéairement accessibles, est 
un ensemble (A). 


Démonstration: 


Designons par E* le complémentaire de l'ensemble plan E 
par rapport à ce plan. Nous nous servirons de quelques construc- 
tions auxiliaires, que voici. Soient a un point arbitraire du plan 
Euclidien (Æ) pourvu d’un système des coordonnées rectangulaires 
x, y; soient 7, >> r, > 0 deux nombres réels, et w;, wy deux nom- 
bres rationnels tels que: 


(1) 0 <I6, — ©, =: 


Désignons par g, r les coordonnées polaires d'un point va- 
riable (par rapport au système des coordonnées polaires, avec a 
comme centre et avec l’axe principale parallèle à l’axe x), et con- 
sidérons l’ensemble de points, tels que: 


(2) mog SIP TO; Vieri st 


Cet ensemble est un domaine ouvert (de Weierstrass), et 
possede la forme d’un secteur d'un anneau circulaire. 
Désignons le par: 


(3) Ô (a, Ty, Tą, Wi) On). 


Envisageons dans l’espace (à 3 dimensions) la droite /,, (pour- 
vue d'une direction positive indépendante du point a), perpendicu- 
laire dans le point a au plan (È), et construisons y l’ensemble 
B(a, ry, ro, ©,, ws) de la maniere suivante. 

À chaque point du secteur correspond une infinité de vale- 
urs pour sa coordonnée y, qui different entre eux d'une multiplicité 
entière de 27. 

Alors on prend sur /, tous les nombres!) qui constituent la 
coordonnée o de différents points du secteur d(a, r;, Tą, Wi, Wo): 
ces nombres forment précisément l’ensemble B(a, ,, re, &,, wę). Il 
se compose des points d’un ensemble dénombrable d'intervalles, 
ouverts ayant la longueur (w, — 603). 7. 


1) On se donne une longueur-unitć fixe et on place le nombre o dans 
le point a de la droite la. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. 6 


Ceci posé, considérons deux ensembles arbitraires M, N fer- 
més et des nombres fixes r,, r, &,, ©z, comme auparavant. 
Désignons par 


M” (ry, Tą, W1, 02) 
l’ensemble de tons les points a de M, pour lesquels: 
d(a, Ty, Tą, Wy, ©) . N = 0. 


On peut démontrer facilement que M* est fermé, la démon- 
stration étant indirecte et basée sur la supposition que M soit 
fermé !). 

Déterminons maintenant pour chaque point a de M” la droite 
l, et construisons l’ensemble: 

By(r, To, Wy, Ga) tr pa, Yis To, Wy, Wy), 
agm’ 
la sommation étant étendue a tous les a appartenant à M~. 

On voit aisément que nous avons obtenu ainsi un ensemble 
(F,) dans l’espace. 

Si beBy(ry, ra, 0, Wo) et si b est la projection orthogonale 
de b sur le plan (RB) on a évidemment: b’eM et le secteur 
Ó(b', ry, ras Wi, Wa) n’a pas de points communs avec N. 

Rangeons maintenant tous les paires de nombres rationnels 
satisfaisant à la condition (1), dans une suite dénombrable: 


(Wy, Ws), (ui, Wą),..., (WI, w$?),..., 
et déterminons pour des nombres 7, r, fixes, où 0 < ri < ma, 
les ensembles correspondants: 


Bars ra, UP, wp), (n=1,2,...). 


Définissons l’ensemble : 


Br ta) = = > Bata, ta): 
cet ensemble est aussi un (F,) dans l’espace, parce qu’il est une 
somme d'une infinité dénombrable d'ensembles (F). 
Pour chaque paire r,r de nombres (0 < r, < r,) et quels que 
soient les ensembles fermés M, N, on peut ainsi construire de la 
manière déterminée, l’ensemble correspondant B% (ri, ra). 


1) Cela n'exclut pas la possibilité que M* soit vide. 
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Les constructions préliminaires étant achevées, envisageons 
l'ensemble Æ du type (4,), pour lequel nous nous avons proposé 
de démontrer notre théorème. Æ étant une somme d'une infinité 
dénombrable d’ensembles fermés, on peut poser: 


E = E, +E +...+E, +... 
où 7%, sont des ensembles fermés. 
Choisissons deux suites infinies de nombres positifs: 


FRE S NOM Sar) 


n —> 00 


(4) | P> > > lime =0 * 


n —> 00 


dont les éléments satisfont aux conditions: 
(5) TS VA (n = 1, 2,...), 


où s est un nombre donné positif arbitrairement pris d'avance. 

Construisons les produits doubles: 

B; = [1 N Bat (ra rm, 1320), 
n/1 &/1 

qui représentent des ensembles (F,3)!) dans l’éspace, et en faisons 
les projections P, sur le plan (R). 

Nous allons démontrer que chaque point de P, est accessible 
dans K* par un segment réctiligne ouvert de longueur s. 

En effet, envisageons un point quelconque a de P,. Il existe 
au moins un point g” de B,, dont a est la projection. 

Nous avons: 

g'e M MM Bars re) 
nl n Li 

donc pour tous les indices x, k on a: 


p'e Bë (14, r). 
Mais d’après les considérations préliminaires on a: 
7 E 4 LEA 
p'e À Bo (ras Fa, WY”, 208), 


d’où il résulte, (axiome de Zermelo), que l’on peut choisir une 


1) Un ensemble est dit (Fs) eil est le produit d'une infinité dénom- 
brable d'ensembles (Fg). 


6* 
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suite doublement infinie d'indices m: {m,,}, (k, n= 1, 2,...) de 
sorte, qu'on ait simultanément les relations: 


p'e Be (tes wie, wn), (m, k = 1, 2,...) 


que nous voulons écrire.de manière un peu plus simple: 


p'e B> (ra, pe 0, pi) (n, k == 1, A 


On en déduit, que ae E, et que le secteur: 
3 4 
ó(a, ri, r, vf, vf) 


na pas de points communs avec Æ, pour tous les », et qu'il 
y existe dans ce secteur au moins un point, dont la coordonnée @ 
(par rapport au système polaire, dont le centre est en a) est égale 
à g'. Pour chaque indice k nous avons ainsi obtenu une suite in- 
finie de secteurs: 


+, VI 1,k (1,k 
ó(a, ar Ti) ol M VI J! 
Ô(a, ra, ra, °D, 05”), 


n'ayant pas de points communs avec E,. 

Dans chaquun de ces secteurs il existe un point, pour lequel 
une valeur de sa p — coordonnée est égale à g. 

Les rayons de secteurs étant respectivement: 


Yis Tas Ty Tajes 
les segments rectilignes: 
a LT ET PEP}, 
appartiennent respectivement à ces secteurs. 
Il s'ensuit que la somme de ces segments n’a pas de points 


communs avec £,. 
Donc en vertu de (4), (5), la segment défini par les conditions: 


(6) p=p, 0<r<s 
est contenu dans EŸ. 
Si l’on répète ce raisonnement pour chaque indice k, on trouve 


que notre segment (6) n’a pas de points communs avec > E, = E. 
8/1 


On a done démontré que pour chaque point de P, il existe 
un segment rectiligne ouvert, dont la longueur est s, et qui se 
trouve tout entièr dans Æ*. Nous savons de plus que P,C_E,. 
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Supposons, réciproquement, qu’un point a’ de E, soit acces- 
sible dans Æ* par un segment rectiligne fermé d'un seul côté: 


tp = 0", 0< rs s), 
(le point (g”, s) y compris). 
Nous pouvons considérer ce segment comme la somme de 
segments: 


(7) O DE Feo) 


E, étant fermé, on peut, pour chaque indice n, trouver deux 
nombres rationnels vî"*, 0, où 


ME). 7 iper 


pour lesquels le secteur 
d(a, ri, r 


na pas de points communs avec £,. 

On le démontre facilement, en envisageant pour chaque point du 
segment Considéré le plus grand cercle ouvert placé dans Z}, et 
ensuite en s'appuyant sur le théorème de Heine-Borel. L'axiôme 
de M. Zermelo nous permet donc de choisir de tels nombres ra- 
tionnels pour tous les segments (7) et pour chaque k. 

Les nombres vj", 08% (n,k = 1, 2...) étant choisis, nous pou- 
vons écrire: 


(nk (n,k 
ASO. ) Vo ) 


tt E A #1 (n,k (n, 
p eBo LA Fas vi” } Và 220 
d’où a fortiori: 


E ( Ra: E + [#4 
p e > B AUS Pn; , wy”, wy”) TRE Be (rm, Tn ) 
m 
pour chaque n et k, où wy”, u pg 
plus haut. 


On en dóduit que: 


ont la même signification comme 


p ‘e [1 M Ba ask 


n/1 k/1 Fi 


p" A BA 


Le point a, étant la projection de g” sur (R), appartient donc à P,. 

Nous avons démontré que chaque point de Z, qui est recti- 
linéairement accessible dans Æ* par un segment fermé (d’un côté) 
de longueur s, appartient nécessairement à P,. 
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Les ensembles P, sont obtenus pour le nombre s > 0; nous 
allons les désigner dans la suite par P(s). 

Désignons par @;(s) l’ensemble de tous les points de Z, ac- 
cessibles dans Æ* par des segments ouverts de longueur s, et 
désignons par F,(s), l’ensemble de tous les points de £, accessibles 
dans E* par des segments fermés (d’un côté) de la même longueur. 

Nous avons pour chaque s > 0: 


Fi(s)C P(C Q;(s) (i=1,2....) 
Prenons maintenant pour s les valeurs positives... 3,2,1,4,4,1,... 
que nous allons désigner respectivement par..., $_g; S_ą, S—1, Sos Sas 895. 
et formons les ensembles: P,, Q, F, 
Nous avons: 


Fi(s)C R(s)C ©:(5) (i = 1, 2...), 


et 
(8) Q) CP potr RZ 


On en tire la relation suivante: 
+00 RZ +00 
Ë R CZP CZ 06), 
d'où en vertu de (8), on obtient: 


+00 oo 400 
VAS IO) 
a/—c0 s/—co s/—0oa 


+00 
On voit facilement que Q, = 2 4,(s) est l'ensemble de tous 
af 5|-00 , 


les points de Æ, qui sont accessibles rectilinéairement dans £*. 


+00 
D'autre part cet ensemble étant identique à 2 P(s), il est la 
s/—00 
somme d'une infinité dénombrable de projections des ensembles 


(Fo). Or, Q, comme somme d'une infinité dénombrable d’ensem- 
bles (4) est aussi un ensemble (A). L'ensemble Z Qı, c’est-à-dire, 
s/1 


l’ensemble de tous les points de Æ qui sont linéairement accessibles 
dans Æ*, est done un ensemble (A). Notre théorème est ainsi dé- 
montre. 

Par une méthode analogue on peut traiter la même question, 
posée pour les ensembles (7) situés dans l’espace (V) à 3 dimen- 
sions, On n'a qu’à remplacer les cercles par des sphères et con- 
struire des ensembles auxiliaires dans l’espace à 5 dimensions (au 
lieu de 3 dimensions). Toutefois une modification y semble être 
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nécessaire. Ayant un ensemble Æ du type (F,), on cherche l'en- 
semble Æ,, de tous les points de Æ, qui s.ient liréairemant acces. 
sibles dans Æ* par des segments rectilignes dont la direction est 


parallèle à un des rayons appartenant à la demisphère, définie 
par les conditions suivantes: 


(9) atate], >O 

Pour éffectuer la construction de Z,, on fait correspondre 
a chaque, direction considéré ($, 7, 6), des point P dans l’espace 
à 5 dimensions, ayant les coordonnées: 


(a, b, c, q, 6), 

où (a. b, c) sont les coordonnées des points dans l’espace (V), pour 
lesquels on envisage des secteurs „d'anneaux* sphériques. On 
construit les secteurs en question en prenant des différents domai- 
nes de Weierstrass situés sur la surface convexe de demi- 
sphère (9), ces domaines étant tels, que leurs projections sur le 
plan £—0 soient des cercles de rayon rationnel et suffisament 
petit, les coordonnées des centres étant aussi des nombres rationnels. 

On obtient ainsi l’ensemble Æ,, qui est nécessairement un 
ensemble (4) De manière analogue on construira des ensembles 


T° L' g’ z 
Ligy Iy} Lys Al gą Ang? 
En en faisant la somme: 
E + E+ Ep tHE, tH Ep tHE, 
on obtient precisément l’ensemble de tous les points de Æ qui sont 


rectilinéairement accessibles dans Æ*. Donc cet ensemble est un 
ensemble (A). 


Recherches sur les équations s= f(x, y, 2, p, 9) 
integrables par la méthode de Darboux. 


Par 
E. Laine. 
Preliminaires. 


1. Relativement à l’application de la méthode de Darboux 
aux équations de la forme 


(1) | s = f (x, y, 2, p, 9) 


on peut se proposer deux problèmes. 

Problème À. Etant donnée une équation (1), reconnaitre si elle 
est intégrable par la méthode de Darboux, c'est-à-dire si elle est de 
la première classe. 

Problème B. Former les équations (1) qui sont de la pre- 
mière classe. 

Ces deux problèmes sont distincts. Par exemple !) M. Goursat 
a résolu le problème B pour les équations 


s? — 4 A (x,u) pq = 0; 


cependant étant donnée une équation de ce type, on ne peut en 
général reconnaître par un nombre fini d’opérations si elle est de 
la première classe. 

Le problème B a été entièrement résolu par Darboux pour 
l'équation linéaire 


(2) s—a(x,y)p + b(x,y)q + celz, y)2. 


Il a en effet indiqué le moyen de former toutes les équations (2) 
dont la suite de Laplace est limitée dans les deux sens, et on sait 


1) Bulletin de la Société Mathématique, t. XXV, p. 36—48. 
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que les deux problèmes sont équivalents. Ceci n’est d’ailleurs à peu 
pres d'aucune utilité pour la résolution du problème À relatif a une 
équation (2); mais on doit en outre observer, et cette remarque 
a une portée générale pour la suite du présent travail, que si l’on 
impose aux coefficients a, b, c de vérifier certaines relations, un 
nouveau problème B se présente, distinct de celui qui a été résolu 
pour le cas général. Rappelons par exemple les belles recherches 
de Moutard et de Darboux sur les équations à invariants égaux, 


s = c(x,y)z, 


qui sont de la première classe: a et b sont ici nuls, et le problème B 
a dû être repris entièrement pour ces équations particulieres. 

2. Moutard s’est proposé de déterminer toutes les équations 
du second ordre dont Pintégrale générale peut se mettre sous la forme 


z = F(x,y; X,X,..., XW; Y, Y’... YO) 


Il a établi que ces équations, qui sont toujours de la forme (1), 
sont réductibles, par des transformations ponctuelles, soit aux équa- 
tions linéaires, soit à Pune des équations 


(3) s= kpz Si (k constant) 


qui s'integrent sans difficulté, soit à des équations de la forme 


(4) s— Menel +i Beye] =o 


On pourra done considérer le problème B comme résolu pour les 
équations étudiées par Moutard si l'on sait déterminer les équations 
(4) qui sont de la première classe. Posons 

dz © log u ð log u 


— = A € = "sm —— — | 
(5) At 3% Be 3 


si l'on élimine u entre les équations (5) on a l’équation (4); si l’on 
élimine 2 on a l'équation linéaire 


(6) dx dy dy dx 


On est donc ramené à résoudre le problème B pour les équations (6). 
Il résulte d’une remarque de M. Goursat !) que l'on peut toujours 


1) Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du se- 
cond ordre, t. II. p. 247. 
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passer de l’équation (2) à une équation de la forme (6) au moyen 
d'un changement de variable 


u = 2 (x, y); 
on sait par conséquent former toutes les équations (4) intégrables par 
la méthode de Darboux. On leur donne généralement le nom d’équa- 
tions de Moutard. 
M. Gau !) a résolu le problème B pour les équations (1) qui 
sont linéaires en p et q, 


s = ọ (x,y, 2) p q +a (z, y, 2) p + b (z, y, 2) q + c (x,y, 2). 
Le résultat de son étude est que les équations cherchées se ramė- 
nent, par une transformation ponctuelle, soit aux équations linéaires, 
soit aux équations (3), soit aux équations de Moutard, soit à l'équation 


(7) s =(e'--e")p 
qui admet un invariant dordre 3 pour le système X et un inva- 
riant d’ordre 1 pour le système Y. 

Signalons enfin, pour compléter l’énoncé des travaux antérieurs 
à ceux de M. Gosse, que M. Goursat, dans deux Mémoires fondamen- 
taux ?) qui ont servi de base à toutes les études ultérieures sur ce 
sujet, a formé et intégré toutes les équations qui ont un invariant 
d'ordre 1 ou 2 pour chaque système de caractéristiques. Ces équa- 
tions se ramenent, par des transformations ponctuelles, soit à des 
équations linéaires, soit à onze types canoniques que l’on trouvera 
dans le premier Mémoire de M. Goursat. 

3. C’est M. Gosse 3) qui a entrepris le premier l’étude du pro- 
blème B relatif aux équations (1) de forme générale. Il résume ainsi 
sa méthode 4). 

nDes conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il existe un 
invariant ou une involution, on peut déduire des conditions seule- 


1) These de doctorat (Gauthier-Villars, 1911) et Annales de l'Universite 
de Grenoble, t. 25, 1913, p. 95—107. Avant M. Gau, Clairin avait résolu le 
problème B pour les équations s = f (x, y, z) (Bulletin des Sciences Mathémati- 
ques t. 29, 1905, p. 177). 

2) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2° série, t, I, 1899 
(p. 31 -78 et 439—464). 

3) Annales de Toulouse, t. XII, 1920 (p. 107—180), et t. XVI, 1924 (p. 
204 — 240). 

*, Mémorial des Sciences Mathématiques, fascicule XII (p. 31). 
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ment nécessaires, qui ont l'avantage d’être tres simples. On profite 
de leur simplicité pour essayer de restreindre la généralité de la 
fonction f (x, y, 2, p,q), et l’on essaye, par des transformations appro- 
priées, de ramener l'équation à une forme canonique avantageuse. 

Si l'on veut arriver, par cette méthode, à une solution rigou- 
reuse et complète du problème B pour les équations (1), il est es- 
sentiel de préciser deux points. 

En premier lieu, on peut convenir de ne pas considérer com- 
me distinctes deux équations qui se ramènent l’une à l’autre par une 
transformation ponctuelle de la forme 


(T)  X=X@)  Y=Y(Y  2=Z(0,43). 


C'est ce qu'a fait M. Goursat dans les Mémoires déjà cités. 

En second lieu, il faut observer au contraire que deux équa- 
tions telles qu'on ne puisse passer de l’une à l’autre que par une 
transformation de Bäcklund doivent être considérées comme distin- 
ctes. On sait en effet que toute transformation (7,) conserve la 
forme de l'équation (1), tandis que le problème de la détermination 
de toutes les transformations de Bäcklund admises par une équation 
de la forme (1) paraît présenter, même dans les cas les plus simples, 
des difficultés considérables. 

Reprenons par exemple l’équation de M. Gau déjà signalée 


(7) s=(e'-+e")p. 
Si lon y fait la transformation de Bäcklund 
Prese ci 


suivie de la transformation ponctuelle 
p 3 Y = — cze Z= 2 + 2y, 


on obtient l'équation 


(8) S=e[YQ-FQ 

qui est une équation de M. Goursat. On doit pourtant considérer 
les équations (7) et (8) comme distinctes, car, avant les travaux de 
M. Gau, on ne savait pas qu'on pouvait, par une transformation de 
Bäcklund, passer de l’équation (8) à une autre équation de la forme (1) 
ayant un invariant du 1” ordre pour le système Y et un invariant 
d’ordre 3 pour le système X. Le fait d'avoir obtenu l'équation (7) 
constitue donc un résultat nouveau par rapport à ceux de M. Goursat. 
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La méthode à suivre découle immédiatement des considérations 
précédentes. En combinant les conditions nécessaires obtenues, con- 
ditions qui expriment des propriétés invariantes pour toute trans- 
formation (7), on répartit d’abord les équations (1) qui peuvent 
être de la première classe en un certain nombre de groupes 
Gy, G,,..., tels qu'on ne puisse passer d'un groupe à l’autre au 
moyen d'une telle transformation. Supposons alors que nous ayons 
résolu le problème B pour les groupes Gi, Ga... G,; si Pétude du 
groupe (r,,, met en évidence une transformation de Bäcklund qui 
permette de passer de ce groupe à une équation particulière E, du 
groupe G, (i= n), il faudra encore résoudre le problème B pour 
l'équation Æ,. Et, comme nous l'avons fait remarquer à propos des 
équations linéaires, le problème B relatif à l'équation £, est distinct 
du problème B relatif à l'équation générale du même groupe. 

4. L'étude du problème B relatif aux équations (1) a été con- 
duite par M. Gosse avec une rare puissance de calcul. C’est en 
appliquant ses méthodes, et en reprenant ou complétant ses discus- 
sions, que j'ai été amené à déterminer de nouveaux types intégrables. 
Il semble bien d'ailleurs que la voie qu'il a ouverte soit la seule 
praticable, et c’est probablement en la suivant jusqu’au bout qu'il 
sera possible d’élucider entièrement le difficile problème à la solu- 
tion duquel M. Gosse a apporté de si larges contributions. 

Le présent travail est divisé en quatre chapitres. 

Au Chapitre I je préciserai la position du problème et les 
divisions que la considération des invariants amène à y introduire. 
Apres avoir formé de nouvelles conditions nécessaires, je complé- 
terai l’énumération des groupes G, précédemment signalés, qui n'a 
été faite que partiellement jusqu'ici, et je montrerai que les équa- 
tions non encore cataloguées peuvent être réparties en trois familles, 
suivant leur ordre minimum d'invariance. 

Aux Chapitres II et III, je donnerai la solution complète du 
problème B pour les deux premières familles. 

Au Chapitre IV, j'étudierai un cas particulier du problème B 
relatif aux équations de la troisième famille qui sont linéaires par 
rapport à l’une des dérivées p ou q, et je ferai connaître, au cours 
de cette étude, un certain nombre de propositions de portée géné- 
rale qui sont de nature à faciliter l'extension du résultat obtenu. 
Le caractere négatif de ce résultat est d’autant plus remarquable qu’il 
n'est plus vrai pour les équations non linéaires: jindiquerai en 
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effet en terminant un nouveau type intégrable admettant un inva- 
riant d'ordre 3 pour chaque système de caractéristiques. 

Je remercie M. Goursat d'avoir bien voulu s'intéresser à mon 
travail. 

J’adresse aussi l'expression de ma bien vive gratitude a M. Bou- 
ligand, qui a orienté mes premieres recherches; si j'ai persévéré 
dans une voie plutôt aride, je le dois en partie à ses encourage- 
ments affectueux et à l'appui de sa très cordiale amitié. 


CHAPITRE TI. 
Position et division du problème. 


5. Nous allons chercher un système de conditions nécessaires 
pour qu'une équation de la forme 


(1) s = f (£, Y, 2, p, 9) 
admette un invariant. Ce problème a déjà été résolu partiellement 
par M. Gau et par M. Gosse. 

Faisons d’abord connaître une notation qui nous sera souvent 
utile. Nous poserons, d’une façon générale, u désignant une fonction 
des variables x, y, 2, p,..., Pms 


ðu , ðu , „ðu , df du , amS Ous 
m U == — — + + 7 a a pe 
A, u WEJ EE "7 3p | dz Op, | Uta nia pai 
de même, v désignant une fonction des variables x, y, 2, q,.... Qu 
nous A 
do 3v , s. OOWACJA CCA . IF Ov 
|= stes 31/59 dyda tag dg, 
Les lettres p,, 9, ont ici leur signification usuelle dans la 
SE na: df d'f 
théorie des équations (1), ainsi que les symboles Ta Rappe- 
x dy 


lons aussi la notation classique 


d"f _ SL (W Lp of (| 
dz” Po zp Pda) dy hay (dy) 
La condition nécessaire et suffisante pour que w soit un in- 
variant s'écrit alors, comme on sait, 
(2) Su =o. 


De même, pour que l'équation u = 0 soit en involution avec (1), 
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il faut et il suffit que l’équation (2) soit une conséquence de u =Q. 
D'une façon plus précise, pour que l’équation 


Pi + U (X, Y, 280 END 


soit en involution avec (1), il faut et il suffit que l’on ait identi- 


quement 
e dry of 0 
Azu + de” = (Pmi + %) Jp ou Arp LOg (pn, + 4) = L 


6. Pour simplifier, nous conviendrons de dire qwune équa- 
tion (1) qui admet un invariant d'ordre n pour le système X, par 
exemple, sans admettre aucun invariant d’ordre inférieur, est de 
genre n pour ce système. 

Considérons alors une équation (1) qui soit de genre n>2 
pour le système X, et commençons par rappeler un certain nombre 
de résultats dùs à M. Gau et à M. Gosse. 

Posons d’une façon générale, avec M. Gosse, 4 désignant une 
fonction des variables x, y, 2, p,... Pr, 


Ex) = 444450 


Un invariant d'ordre x =3 pour le système X est, comme 
la montré M. Goursat, de la forme 


(3) [Pa + W(2, Y, 2, P,- -+ Pa—)] A(T. Y, 2, P,... Por) 
Supposons que l’invariant (3) soit invariant d'ordre minimum. Deux 
cas sont à distinguer: 
1°. Il existe une fonction (x, y, 2, p) + 0 telle que 
(4) E;(4) = 0. 
On peut alors dans (3) prendre 
k=n—l A = À, 


Pa TV =0 
est en involution avec (1), et il n'y a aucune involution d'ordre m 
tel que 1 £ m <n pour le système X. 
20 L’équation (4) n’a que la solution A = 01). Dans ce cas on a 


A = [prx H P(T, Y, 2,p,... Para) (ISS k< n— 2); 


les équations 


Péquation 


Par + Ÿ = 0 Pa + Y = 0 


1) Nous ne tiendrons pas compte désormais des involutions d'ordre 1 qui 
pourraient exister sans que l'équation (4) ait des solutions non nulles. 
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sont en involution avec (1), et la premiere est la seule involution 
d'ordre inférieur a m pour le système X. 
M. Gau a établit) que si l’équation 


(5) E:(2)= 0 
n’a aucune solution non nulle pour k < 2, et si m est l'ordre mi- 


nimum d’involution pour le système X (m =3), la fonction f doit 
vérifier les deux conditions 


“de Hasta tag tza= 
0, (a) = SE: + 0 T “i NET 


of of _ 
| Et T = 0, 


a et a, désignant des fonctions des seules variables x, y, 2, p. 
Posons encore 


x of 
E (= Au +u- 
9q 
Si l’équation 
Et (u) =0 (k = 2) 


n’a que la solution u = Q, et si m” est l’ordre minimum d’involution 
pour le système Y, la fonction / doit de même vérifier les deux 
conditions 


a= EH PSE HIS ++ 0 
r =h DI 961 pł df zd 
Ga) = 22 +P 37 + PSE + w—V|e(g; N (eri + 
WASZ 
Li Pd ZET — 
6 et 6, désignant des fonctions de x, y, 2, q. 
Supposons maintenant que l’équation (5) ait, pour l’une des 


valeurs k= 0, 1 ou 2 une solution non nulle, et observons d’abord 
que de cette équation on tire 


1) Thèse, p. 37. 
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ce qui montre que l'équation 
1 
ATF 
est en involution avec (1) (n? 5). 
Si l’on a k —0 ou k= 1, M. Gosse a établi !) que la fonction f 


devait vérifier les conditions 


TOS A „+4 


of af _ 
r,9)=37 +4 ea zin 


On a KO des conditions analogues pour le système Y. 
Si l’on a k = 2, l’équation (1) admet une involution d'ordre 2; 
réciproquement, ce qui n’a pas lieu pour k < 2, si l'équation (1) 


admet une involution d'ordre 2, 


Pe + À =Q, 


on voit aisément que l'on a 


> 9) = 
E n +8} p 

On est donc amené naturellement à répartir les équations qui 

sont de genre n > 3 pour le systeme X en trois catégories: 
. 1° Celles qui satisfont aux conditions I” de M. Gosse; elles 

ont une involution d'ordre 0 ou 1. 

2° Celles qui admettent une involution d’ordre minimum égal 
ou supérieur à 8: elles doivent satisfaire aux conditions C de M. Gau. 

3° Celles qui admettent une involution d’ordre minimum égal à 2. 

Nous allons maintenant chercher, pour ces dernières équations, 
un système de conditions nécessaires. 

7. Supposons done que l'équation (1) admette 1° une involu- 
tion et une seule d'ordre 2 


(6) Pa + W (z, y, 2, p) = 0; 
24 une involution d’ordre n > 2 
(7) Pa + Ÿ (x, Y, 2, P, «++ Par) = 0, 


étant entendu qu'il mexiste aucune autre involution d’ordre compris 
entre 2 et n, et que léquation 


1) Annales de Toulouse, t. XII, 1920, p. 148. 
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Af 
A A+ AT = 0 
wa que la solution À = Q. 
Lemme. — Soit u(x, y, 2, p,.:..; Pm) une solution de l’équation 


Az u + ku — = 0, 


où k désigne une constante, et m un far positif compris entre 1 
et n. La fonction u est nécessairement de la forme 


È (©) (pa + w) * 


En effet, posons u =v*; on aura, si vÆ 0 et si m est l’ordre 
réel de u, 


; CZARA à USI 
SE AL ou le rie 
soit w = Log v; dérivons la dernière équation par rapport à Pm: on 
arquant que A 0 
aura, en remarquant q dp. =Æ U, 


w , dw Of MO 0JJA 
Le Re NS (|| A; Log == 
Op» Op. dp "n E pn | dp 


x 
m 


donc 
4 er ze) = 0 Lo ka — w = Log [— 5, (z) 
m dp. a pw 5 0 x)| 


re Pa pee pe i Pazi) 


et enfin 


v = e" = È (Pn + p) * 


De i 
D'ailleurs l’équation = = 0 est en involution avec (1). On u donc 


m=2 pzy  u=v=tl)(p+-v)" 
ce qui démontre notre proposition. 
8. Ecrivons maintenant que l'équation (7) est en involution 
avec (1), 


(8) 4,94 (1) = 3; | 


M. Gau a montré!) que l’on a, pour # > 3, 


1) Thèse, p. 36. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. 7 
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E ES 8r IRA, 
dari) Pei iù dx dp È da + dp 3q Li 
sa Q (x, Y, % P, % Pas Ps)». Pro) = Mia Pn ZE Si 
Cette formule n’est plus exacte pour n = 3; on a alors 
d*f 92 f d of If Of 
(= = Pa: À Ps |? (zz | 35 R |+ À (£, Y, 2, p, q). 


Nous réserverons le cas où f est linéaire en p; on a donc 
2 
+0 MA0. 


Dérivons l'équation È par rapport à p,_;j on aura, pour n > 3, 
(9) ka + Mit = 
Soit m > 2 l'ordre réel de è’; nous examineronś successive- 
ment les RAS 
m = ? m = 3 3JKmMmLnhn—l1. 


9. Première hypothèse: m= 2. 
Posons 

PA du | A MGR 
Ÿ = u(z, Y Z, Pis Pa) Ipa u amer x 


En dérivant deux fois par rapport à p, l’équation (9) et appli- 
quant le Lemme, on trouve 


u = F = & Log (ps + W) + p: d (x, y, 2, p) + Vę (x, y, 2, p). 


Remplaçant 9’ par cette valeur dans l'équation ,3) et annulant 
séparément le coefficient de Pr et le terme indépendant de p,, on a 


459, +3, 57 ,+6—Dzs=0 
19 5 9 
A; 9, +9, (gz) HESH ODYZEZA 
Par hypothóse, on a d'ailleurs 
mk ŻE + |= 0, 
d’où 
OTRA EN of of 
Bon tee) TE (F=5+550g) 
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posons alors 


eye TANET EE, 


et changeons È en (2 — n) é: les conditions précédemment obtenues 
s’écrivent 


a+ a LHS 


(10) 
vl K=0 


La premiere équation (10) est identique à la condition (C,) 
de M. Gau. 

10. Deuxième hypothèse: m= 3. 

Posons 

d = wi (X, Y, 2, P, Pa, Ps). 

En dérivant l’équation (9) par rapport à p; et appliquant le 
Lemme, on trouve 
e Pa + PY: 2,P,ps) 

Pa +Y 


Portons cette valeur dans l’équation (9); on aura 


3 y — 1 
(11) pp ++" È 5a mtonte=0, 


AVEC 


vega 


vas + (+ (ró; 


Pl, — Fi 
AE [a 1 (7: |+K 
Supposons d'abord | 

l aF = È, = 0. 


En dérivant trois fois in suite l’équation (11) par rapport 
à p; on aura 


x , 9 Eu of x FI 9? f 
Asp |- 255P+ 3; + 00550, 4p"+p"- za = 
cp cp 
de) 07 
Az p” + 9 p” 35 = 0, 


+6 


vero 


CE 


et par suite 


p n bs Log (Ps + y) + ps o (z, Y, 2; p) -} 01 (x, Y, 2, p). 
7* 
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La première équation (12), où l'on remplace g' et ọọ par leurs 
valeurs, donne alors 


NETA 
Koi 51 9a = 


bo, +o(%) +8, 2 LH + D (TS) + 
+E +I) E+E- v VA = 0. 


Posant enfin 


A 
o=2h0 a=a+2hap+( +), 


on aura les deux conditions 


Lies 
Mat a+ +3 

(13) z 
FRE „tók 


Les conditions (10) sont un cas particulier des conditions (13). 
Il est clair, d’ailleurs, qu’on peut toujours satisfaire à la seconde 
condition (13) en prenant Ẹ = 5, = a, = Q. 

Supposons en second lieu 


L’équation (11) donne alors 


27 
(14) lip — 935 + 6-0 =0, 


et on en tire, en dérivant deux fois par rapport à p, et appliquant 
le Lemme, 


p = È (pa + Y) Log (pa + W) + De 00 (X, Y, 4, p) + 0, (x, y, 2, p). 


En portant cette valeur dans l'équation (14) on aura 
0 
A; 0, + Eu SE + 00 = 0 


aa Po (+e pa 0 
Posons dans la première équation (15) 


EE 


(15) 
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elle s’écrira 


16)  40+2(1 t i)o (+ =) x+85=o 


posons de même, dans la KR équation (15), 


dy 
a, = a, + oy + (245 E, -|v „30 ` 


elle s’ecrira 


3 dio n—1 of | 
sia ol" Poe an. 


ss CE ) i 


Remplagant dans les équations (16) et (17) £, par 1 — x, o par 


d A 


da dp] db 


(17) 


Qq . . 
—— et £, par , on a finalement les conditions 
n 


|; = l—an 
If , 
HO 0 
(18) 
Le of , nf | d of 'd A = 
218-015 sit jy ape Al p) i e | = 
11. Troisième hypothèse: m > 3. 
Posons 
‘ o) J ? 
U = wi (T, Y, 2, p,... Pm) J =y 0 
On trouve alors, comme dans l’hypothèse précédente, 
— g Pat? 0 
$ wi + De + W ass ) 
L'équation 


AE, wi =F Mia De 


donne ensuite 
51 of de" f — 
2. z = paz wa za z -z 0), 


et, après dérivation par rapport à p,_1, 
Az p + M; = MEN 0. 


La fonction g” est au moins d'ordre 2; si elle est d'ordre su- 
périeur à 3, on recommencera le raisonnement précédent, et, en 
continuant de la sorte, on finira nécessairement par retomber sur 


une des hypothèses déjà étudiées. 
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En résumé, si la fonction f n’est pas linéaire en p, elle est 
assujettie à vérifier l’un des systèmes (13) ou (18), et en outre la 
relation 


Aż9— vj +(2)=0 


qui exprime l'existence d'une involution d’ordre 2. 
i 9? 
12. Dans tout ce qui précède nous avons supposé AHO. 
c 


Voyons ce qui se produit dans le cas où f est linéaire en p. 

Soit toujours m l’ordre réel de W”. Si m = 2, on retrouve les 
conditions (10), et Pon a nécessairement œ = 0, sans quoi f vérifie- 
rait la condition J`}. 

Supposons m = 3. L’équation (11) donne alors les conditions 

A 
(16) et (17) où lon fait p =0 et où $, est arbitraire. On a ainsi 


les conditions 


e; © 
soti E+E = 


1 Ha (3) E 


p). 


on peut toujours satisfaire à la premiere en prenant o = E, = È =Q. 
Si m> 3, on voit, comme au n° 11, qu'on peut de proche 
en proche se ramener à l'hypothèse m < 3. 
Il nous reste donc à examiner l’hypothèse m < 2 qu'on ne 
peut plus exclure a priori. Dans ce cas l'équation (9) peut s’écrire 


A a, — m —v|K+2( 


; d of = 
posons 
0 
F =(2—n)0+-(a—1)57: 
il viendra p 


C'est un cas particulier de la seconde équation (10). 

13. Nous pouvons maintenant indiquer une classification des 
équations (1) qui sont intégrables par la méthode de Darboux, c'est-à- 
dire qui possèdent, outre les invariants x et y, un autre invariant 
pour chaque système de caractéristiques. 

Nous ne considérons pas comme distinctes des équations que 
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l'on peut ramener l'une à l'autre par une transformation ponctuelle; 
d'autre part nous laissons de côté: 

1° les équations linéaires en p et q, qui ont été étudiées comple- 
tement par M Gau; 

2° les équations de genre 1 ou 2 au plus pour chaque système 
de caractéristiques, qui ont été déterminées par M. Goursat. 

Nous répartirons alors les autres équations en trois groupes. 


Groupe A. — Ce groupe comprendra les équations qui sont 
de genre | pour l’un des systèmes de caractéristiques, et de genre 
n 23 pour l’autre. Nous déterminerons au chapitre II les équations 
de ce groupe; il comprend trois familles, dont deux ont déjà été 
obtenues par M. Gosse. 


Groupe B. — Ce groupe comprendra les équations qui sont 
de genre 2 pour l’un des systemes de caractéristiques, et de genre 
n > 3 pour l’autre. Nous verrons, au chapitre III, que ces équations 
peuvent se ramener à deux types canoniques dont nous formerons 
les invariants. 


Groupe C. — Ce groupe comprendra les équations qui sont 
de genre n > 3 pour chaque système de caractéristiques. 

Considérons, parmi les équations du groupe C, celles dont 
l'ordre minimum d’involution, relativement au système X par exemple, 
est égal à 2. Nous venons d'établir qu’elles doivent vérifier l’un ou 
l'autre des systèmes suivants: 


G, (W) = 4i y — AR 


5 
(G) G, (a) = dia > a 3 es 
sen Eh n = Go + 0 si 57 = 0 
H, (9) == 4iy — w, tla Z\=0 
(H) TWA (6,6 0 si +9 
FN of ; Vea d ðf 
H (a = 4; a, — a, 57 + v oK) 


+ (az )- È 
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On aurait évidemment, pour le système Y, deux systèmes ana- 
logues de conditions nécessaires, (G') et (H”), qu'il est inutile d'écrire. 

Ceci posé, on voit que l’étude des équations du groupe C se 
ramenera, conformément a la méthode indiquée par M. Gosse, 
à l'étude de la compatibilité de l’un des systemes C, /, G et H 
avec l’un des systemes © / , @ et H'. En se bornant aux cas 
essentiellement distincts, on aura done à faire l'étude successive 
des dix cas 


di pesci pi ari elena G 
GAMA (FTA ga Crée MT SC MEG 


Notons toutefois que si l'on se propose de résoudre le probleme B 
pour les équations (1) qui sont linéaires par rapport à lune des 
dérivées partielles du 1° ordre, p par exemple, on ne pourra plus, 
en raison de la dissymétrie ainsi introduite, considérer comme non 
distincts deux cas tels que / — G” et G—l'. Le nombre des cas 
réellement distincts est alors porté à seize. 


CHAPITRE II. 
Détermination des équations du groupe A. 


14. Nous pouvons évidemment nous borner à rechercher les 
équations qui ont un invariant du premier ordre pour le système Y 
et un invariant d’ordre n > 3 pour le système X 

Une équation qui admet, outre les invariants x et y, un inva- 
riant du premier ordre pour le système Y est de la forme 


Ips, y, zg) , „99 , 2p _ (Ce 8 
" dg Pos | op +0)» 
ou 
(1) s = f (£, Y, Z, p, q) = p 0 (£, Y, 2, q) + o (2, Y, 2,9), 
avec 
09 09 … 09 dp … 
he AA 010510 


La condition de compatibilité de ces deux dernieres équations 
nous fournit la relation fondamentale 


(R) 3: tezą = e 4 oj 
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L'équation (1) doit en outre pour être de la 1** classe satis- 
faire aux conditions /, C, G ou H. Nous allons faire successive- 
ment l’étude de ces différentes conditions. 


$ 1. Etude des conditions /; les équations de M. Gosse. 
15. La condition /, s'écrit 


(2) zy +05 ta + AS TF (4+0). 


Dérivons deux fois l'équation (2) par rapport à q; on aura 


Z 94 Z 
WOP EE a EN 


les accents indiquant des dórivations par rapport a q. 
Supposons d'abord ọ” + 0; on aura 
1 
lo p + Ax ° 
À et 4, étant des fonctions des seules variables x, y, 2,j l'équation 
(2) donne alors 


94 = 0 94 _0 


dy da 


A= 


dA 9, ey. 
ay +4 gg + ho- eh =0 


0 2 


Si À, était nul, on aurait À, +0, ọ” = 0. Donc 4, n’est pas 
ft nul, et on peut prendre 4, = 1. On a alors, en 
remplaçant À par sa valeur dans l’équation (2), 

eie DĄ, 04, 
LE 
et l’équation (1) s'écrit 
zy +47 
Sy 
Prenant enfin une nouvelle fonction inconnue Z(x, y, z) telle que 


E À ida U 
dx 1 92 
on est ramené à une équation de la forme 
s = p ọ (£, Y, 2,9), 
pour laquelle w = 0, et la relation (R) donne alors 
30. 
0G 
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On obtient donc les équations 


| s=po(y, 2,9) 
Les équations de ce type qui sont de la première classe ont 
été déterminées et intégrées par M. Gosse !). 
16. Supposons en second lieu ọ” = 0. Comme w” +0, on 
devra avoir 


et par suite 


l'équation (1) s'écrit donc 
94 94 ą 
EEE WRAZ AE EE) 
Si l’on prend une nouvelle fonction inconnue Z(x, y, 2) telle que 


92 
ję = À (x, y, 2), 


on est ramené à une équation de la forme 
s = O (T, y, 2, 9), 
pour laquelle @ est nul, et la relation (R) donne 


00 
da 
On obtient donc finalement les équations 


0. 


s = p(x, y, 9) 
Les équations de ce type qui sont de la première classe ont 
été également déterminées et intégrées par M. Gosse ?). 


$ 2. Etude des conditions C 


17. Nous reprendrons, en la poussant jusqu'au bout, une dis- 
cussion de M. Gosse 3) relative aux équations (1) qui satisfont aux 
conditions C. M. Gosse établit que ces équations peuvent se rame- 


1) Annales de Toulouse, 3€ série, t. XVI, 1924, p. 334 — 240. 
2) Annales de Toulouse, 3° série, t. XVI, 1924, p. 224 —234. 
3) Annales de Toulouse, 3° série, t. XVI, 1924, p. 210—211, 
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ner, par des transformations ponctuelles, à des équations qui satis- 
font aux conditions 


do 90 
(3) 3: tegy=0 
00 09 Imi, Om 
(4) e ary y PACH O 
| [00 zt) , 90 ðw , dl ol 
(5) G Dlr T 036 messo oe EUR ET 


l et m désignant des fonctions de x, y, z, et n l’ordre minimum 
d’involution pour l’équation (1) relativement au systeme (X). Ce sont 
ces conditions que nous allons discuter. 

Supposons d’abord que g soit une fonction linéaire de g, 


E = Go (% Y, 2) 9 + Qı (£, Y, 2). 


: i : a Q d 
Si @, était nul, il en serait de même de sa et —Ć ; un changement 
sq 


dz 
de fonction inconnue permettrait alors de supposer ọ = 0, et la 
condition /, admettrait pour solution une fonction arbitraire de x. 
On a donc g, HU, et l'équation (3) donne en particulier 


0 
(6) + g=0. 
Prenons comme variables indépendantes x, y, 2, 0 au lieu de x, y. 2, q, 
et posons 
W (L, y, 2, q) = w (x, Y, 2, ọ). 


Remplagons dans l'équation (4) q par sa valeur (3) et dérivons par 
rapport à z: nous aurons une équation de la forme 


Jw 


(7) yy — 600 = A(0,4,2)0 + B(x, y, 2) 


D'ailleurs 


et l'équation (5) donne alors 


A a 
(8) 5 t(h—1)90=4, (x y,2)o + B, x.y, 2). 


Les équations (7) et (8) montrent que w est une fonction linéaire 
de 9: l'équation (1) est done alors une équation de M. Gau. 
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18. Nous supposerons donc ss © 0; on tire alors de l’équa- 
tion (3) 
CAI, Ma sa 
(9) UAN) Dh r RO, 


Des équations (3), (4), (b) et (9) on tire ensuite après quelques trans- 
formations faciles, en posant 


(10) « = l — (n+ 1) m, 
np lor + SE z = (2-9) le Se 
CE Dr ci | 


d’où, en prenant le système de variables x, y, z, @ et dérivant par 
rapport à 2, 


92 
0°” + (e2+ 974 + zy gz = (z -|- 9) |? e 5-5 + 


(12) 03m , dm | 
(or eat Jy özi] 


2y 
Ecartons d'abord l'hypothèse cn = 0; l'équation (12) ne peut 
se réduire à une identité, et on en tire 


Roi PASTE: 
4 9 + 49 F aa 
Remplacant g’ par cette valeur dans l’équation (12) on obtient une 
équation de la forme 
(13) Ag*+g(Be+ 0) + De + Ee+F=0. 
Si cette équation n’est pas vérifiée identiquement, on en tire g, 
I?m 
LEN, 
sont incompatibles. L’équation (13) doit donc être vérifiée HQE 
ment, ce qui donne les conditions 


oig rat eran 
a = (402 T 00) 275 
023 


et l'équation (12) montre alors que les hypothèses g” +0 et 


(14) Ao 


dm 


Q b 
NOZE = (62-65 + 
Om 
+ (ae + bo) (25 922 He) 


(19) 
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(16) a (35 Lo Sa) = (42 -+) (25 à Ta +55) 

(17) a g = (o2 H h) goga + (020) 55 

mg +a (+: Te D+ 
+ (mz H ba (2353 +2 zz) 

(19) 1 0, 3733 = > (Gz SĄ) on 


Supposons d'abord a, + 0; on peut prendre a, = 1. On tire 
alors de (14), (15) et (16) 


03m 
(bj — a bo) | 2 E 0) 38 z| 70; 
3 
si by, — a bo +0, on aura donc 


dm 
33zł = m, (x, y) (e — GT®; 


portant cette valeur dans (14) et (15) et remarquant que m, n’est 
pas nul, on est conduit à une impossibilité. On doit donc prendre 


b, — a, b, = O, 
et les ćquations (14) et (15) donnent alors 
Im ea 
3a = My (x, y) (z + do)? jg — 2 m, (2 + do). 


Portons dans (19) en remarquant qu'on ne peut avoir 
ba "FG dą b, = 0, 
car on en déduirait g = bọ; on aura 


Ibo o Om: 


dy yy 


et l'équation (17) conduit alors à une impossibilité. 
On a donc nécessairement a, = 0. Si b, == 0, on tire de (15) 
et (16) 


0230 da om 
0 3 = (a, 2 + di) A U zy Met) 
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on ne peut avoir a, = 0, donc on peut prendre a,=1 et l'on a 


da 92m 
33 Amie Po a PC z = m (2 +b): 


l'équation (17) donne alors 


b, = a, b, 
et Pon en tire g = b. Par suite bę n'est pas nul, et l'on peut 
prendre by = 1. L'équation (14) donne done 


ALF 
c“m A 
u 


023 


et les équations (15) et (16) sont incompatibles avec l’hypothèse 


9? m 
zka 
19. La seule hypothèse à conserver est done l'hypothèse 
Om Len da 
d2° 92 
Posons 
m = m, (x, y) 2 + m, (x, y); 
on aura d'après (10) 
= (n + 1) [mo 2 + m, (x, y)]. 
Prenant alors le système de variables x, y, 2, 0, on tire des 
équations (4), (5) et (9), 


2 54 gf Tre GE — m (ez +9] 
Iw [© mę O may 

s = os =) 
ZE „Pa. sam + mo ( (ez +9)| (n 


La condition de compatibilité de ces deux dernières équations 
determine %, et on arrive finalement à la conclusion suivante: 

Les équations (1) qui vérifient les conditions (C) sont telles 
que l'on ait 


(9) q = 02 + g(x,y, 0) 
9 
(20) o= + |(3, Hue) (g — nz) — m+ Dug + m| (2 + g'), 


g(x,y, 0), u(x, y) et u, (x, y) désignant des fonctions arbitraires. 
20. Si ces équations sont de genre 1 pour le système Y, on 
doit en outre avoir la relation fondamentale 
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Z: yo PL i 
Sz NOg eo | M 
Avec le système de variables x, y, z, 0, on a d'ailleurs 


9 w Iw w 09 = Po JES) 
a e m: — —— | 
de | © 39 dz man Tato" (o — dx}? 


et la relation (R) s'écrit. compte tenu 5 (20), 


—2n: (3! stue) +9 & “+ no)( 1—n) —(n--1)ug + u 


=( +n) 0 — nz) — (n+ l)ug + m, 


ce qui exige u = Q0. Les fonctions @ et w sont done définies par 
les relations 


© 
q = 20 +g (x,y, 0) 0 = z + (+9) 1 (2, 1). 


Si l'on prend une nouvelle fonction inconnue Z = y, (x, y)2 
telle que 
9? log Ho 
dx Iy a 
on aura une équation de méme forme avec u= 0. En définitive, 
les équations cherchées peuvent se mettre, compte tenu de l’équa- 
tion (9), sous la forme 


do 90 JO 
(21) EU CE T 


Les équations (21) admettent visiblement l'intégrale intermédiaire 
du premier ordre 


q = Yz 4 g(x,y, I), 


où Y désigne une fonction arbitraire. 

Proposons - nous maintenant de déterminer toutes les équa- 
tions (21) qui sont de la 1% classe. D'après ce que nous venons 
de voir, ces équations peuvent s'écrire indifféremment sous l'une ou 
l'autre des formes 


a 5) 
s = f (x, y, 2, p, q) = pe + ze avec q = QZ + g (£, y, 0), 

ou 
do 


dre N 
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On aura d’abord 


df de , Yg 
— — +bon LS L > — ict 
PE PP cre once Ts 
et d'une façon générale 
dh dg 
det = POT gz: 
Soit 
Py F A(X, Y, 2, p,... Par) =0 


l'involution d'ordre minimum pour le système X; on aura 
Of 


DA df A eT Anag pda f) 
= | bc I= — 
dy +15 + Se Op, ' LL dx"? Ip,, \da +} Ip’ 


ou encore, en prenant @ comme variable indépendante à la place de 9, 


9 À 2 g\ 22 
Jy z (ez +9) È >= DE. (ep + solo =" 
‘x fepe g NEA cd Ali RT nn; Besso 
SE VIETA + 0x" ERĄ 
Dérivons l'équation (22) par rapport à p,_,, en posant = A 
© Pn—1 
on aura 
DN OX’ ALLA A PÓŁ - 
ep ++ a = 0, 


équation qui exprime que Ą est un invariant; on a done 


di = 2 d’où À cy” sh es + da (x, Y, Z, b wasz Pn-2): 
L'équation (22) s'écrit alors 


= 5) ON PR 


À da: À j o 
= : T (0% -+ 9) 3 i + TE a (opu + dp 
cy N hi 

(23) gn-1 I A 
-+ 5 dx De — A ge=0. 


En recommençant sur l'équation (23) le calcul que nous venons de 
faire sur l'équation (22), nous aurons 


Ar = Ga Pag + Aa (X, Y,2,D,..., Pao); 


avec 
ON, 2X ZA IN -g 
rA 2 SEIE Sra PRZ, E RAI TE 
y | (02 ar g)=— da 2 +. re Q Pas Si 3 q” S) dp, > + Sì 9 x"? | 
An] An 
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et ainsi de suite. On arrivera de la sorte à l'équation 


TÀ 1 Ne 
Er 02 + 9) ° 


— n—2 u ACZ a 


o” 
L J = À: o = 0, 


d'où l'on tirera encore 


Nitra, => Bui z + ME 


avec 


Q" 
+ ore Z Fa. "LEI rs AN — g — pÀ, = 0. 


9x” 
> aura donc en définitive 


A= 50 Pu1 -+ Ei Pa +... + Edp + 5 1% nil y), 


les 5, désignant des fonctions de la seule variable x. 
On tire alors de l'équation (24), en désignant par des accents 
les dérivées par rapport à e 


(25) ss 


CT Dx CANTO MERE Qi "WR 


Soit v, (©), V BIĆ ai un système fondamental de l'équation 
linéaire 


d"v d"—"v 
PERD EE E V= 0; 


on aura, en désignant par 0,(x,y) une intégrale particulière de 
l'équation (25) indépendante de o, 


g = (E, Y) 0 (x) +... + un (9, Y) Va (©) + 00 (©, y) 
d'où 
(26) J 140, +... + M0, + Oo (2, Y) E + 01 (2, y). 
Portons cette valeur dans l'équation (24); elle s’écrira 
> 96 DA, 


a = LH.. sika R E 


on a mE 


©" 9 Go) A Pe Ar [0 © Oo) i fo © Oo JA, 


Ja | dy) À oeil) Toto ay dy” 
et par suite 


) © 
Pasini Y,v, + ne mewa 0 


Rocznik Pol. Tow. matem. 8 
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En changeant les w, dans l'équation (26) on pourra prendre 
NAWE Va— ay: 


et alors, en changeant de fonction inconnue, on pourra poser 
0, = 0, =0, et écrire 


(27) g= U Vi + uv +... + UV. 


L'équation (21) admet alors l'intégrale intermédiaire 


p=— pzu, ju + +u(— yy) a) 


d'où l’on tire 


HE ful>pu)rdy+.-+ 
(28) \ J 


V, (x) y, ly À 
T Y s GP ka dy +; 


X et Y désignant des fonctions arbitraires. 

En résumé quand l'équation (21) admet pour le système X 
une involution elle est nécessairement de la 1% classe. Pour qu’il 
en soit ainsi, il faut et il suffit que la fonction g soit de la forme 
(27); l'intégrale générale s’exprime alors au moyen de la formule (28). 


$ 3. Etude des conditions G et H. 


21. Si l'on fait dans la formule (27) n= 2, on obtient des 
équations de genre 1 pour le système Y ayant une involution 
d'ordre 2 pour le système X. Comme elles sont de la 1** classe, 
elles satisfont aux conditions G ou H. Nous allons voir qu'il n’en 
existe pas d'autres. 

Les équations (1) cherchées doivent satisfaire d’une part à la 
relation fondamentale (R), d'autre part à l'équation 


n 9f (| 
(29) Ai y — y dp F (2 
qui exprime l'existence d'une involution d'ordre 2, étant entendu 
d’ailleurs que l'équation 
MA PAZ A = 
n'admet que la solution À =0. 


Dérivons l'équation (29) par rapport a p, en remarquant 
qu'on a ici 
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df 00 o 00 © © ADO 
(zz|= P(S RG D wf reset taz 
on en déduira 


dip =0, w"=0, y= Ap +Bp + Bb; 
les 8, désignant des fonctions de x, y, 2. L’équation (29) Try sali alors 
les trois équations 


(80) 3° +1 sa 8 È AE 
żę | vi ; 00 
(32) de E. aid 06, +5 "+ "TA dn 


Si Bo #0, nous prendrons une nouvelle fonction inconnue 
Z (x, y, z) telle que 
034 | 94 
a Bo (T, Y, 2) da i 


LV € 


on passe ainsi de l'équation (1) a une équation de même forme 
pour laquelle on a 


00 do 
(33) p de 
L'équation (30) donne alors 
550, done ĝ,= 0. 


On peut done toujours supposer 6, = 0; les équations (30) 
et (31) sont alors remplacées par l'équation (33) et l'équation 


(34) ta da +2 e Hase) o 


da 
On tire de (33) 


q = 02 +g (z, Y, 0), 
puis de (34) 


o= aleto) e+p]. 
Ja 


La relation (R) donne alors PAra 0, et on est ramené aux équa- 
tions étudiées au précédent paragraphe. 

Nous avons ainsi achevé la détermination des équations de 
la première classe qui sont de genre 1 pour l'un des systèmes de 


caractéristiques. 


oig 
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CHAPITRE HI. 
Détermination des équations du groupe B. 


22. Nous nous proposons, dans ce chapitre, la détermination 
des équations 
(1) s = f (2, Y, 2, P, 9) 
qui sont de genre 2 pour le système X, et de genre n => 3 pour 
le système Y. 

Notre étude fera ressortir une différence essentielle entre le 
cas où f est linéaire par rapport à q et le cas où il men est pas 
ainsi. Dans le premier cas une équation (1) qui est de genre 2 pour 
le système X n'admet pas nécessairement un invariant pour le 
système Y, donc n’est pas nécessairement de la première classe. 
Au contraire une équation (1) non linéaire par rapport à q et qui 
est de genre 2 pour le système X est toujours de la première 
classe : elle admet en effet pour le système Y un invariant qui est 
au plus d'ordre 3. 

23. Supposons donc en premier lieu que l'équation (1), qui 
admet un invariant d'ordre 2 pour le système X, soit linéaire par 
rapport à q, et considérons la fonction a(x, y, 2, p) définie par la 
relation 


où @(x,y, a) est une fonction arbitraire. M. Gosse a montré !) que 
les équations cherchées peuvent se ramener par des transformations 
ponctuelles à l'équation 


da 0a da da 
(2) EPS PUR METTA Im Fe pe 
qui admet l’invariant du second ordre 
dat (©, y, a). 
da c 
La transformation de Bäcklund 
Z =a (x£, Y, z, p) 


conduit alors de l'équation (2) à équation 
09 (x, y Z) 


1) Annales de Toulouse, t. XII, 1920, p. 117. 
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et il reste à déterminer la fonction g de telle sorte que l’équation 
en Z soit de la première classe. 

Appliquant à cette équation les conclusions des recherches de 
M. Gau1) j'ai obtenu les résultats suivants: 

1°. Si est linéaire en a, l'équation (2) est une équation li- 
néaire; on sait déterminer les équations linéaires de la première 
classe qui sont de genre 2 pour le système X. 

20. Si p n’est pas linéaire en a, il n’y a que trois formes 
possibles pour la fonction g: 

a — ou bien 


= 


Du (z. y) 
dai * 


wrr 


p — D 4 g+") (A 


(a + u) — 


X(x), E(x) et u(x, y) désignant des fonctions arbitraires; dans ce 
cas l'équation (2) se ramène par une transformation (7,) à l'équation 


urr| 


ISLE — p e” 


qui est une équation de M. Goursat; 
8 — ou bien 
a 14 = a u à 
p = Xjeit+u + X, e-Et+n — g (a + u) — 


Ju 
dx 


4 


X, (x), X, (x), E(x) et u(x. y) désignant des fonctions arbitraires; dans 
ce cas l'équation (2) se ramène par une transformation (7) à l'équation 


s =ë pt — 4 


qui est une équation de M. Goursat. 
y — ou bien 


E(x) et w(x,y) désignant des fonctions arbitraires, et g(x,y) une 
fonction telle que l'équation de Moutard 


soit de la première classe, ce qui exige que g soit de la forme 


© = Sa (x) M (4) + & (©) 7a 9) +... + E (2) M (y); 
l'équation (2) se ramène dans ce cas, par une transformation (7), 
à une équation de M. Gau. 


1) Thèse, n° 30, et Annales de Grenoble. loc. cit. 
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Pour la démonstration de ces résultats, nous nous contenterons de 
renvoyer aux Conclusions de M. Gau, dont ils sont des cunséquences 
quasi-immédiates. 

En résumé, l'équation (2), qui est toujours de genre 2 pour 
le système X, n'est pas toujours de la première classe; quand elle 
est de la première classe, elle se ramène, par une transformation 
ponctuelle, à un type déjà obtenu. 

23. Examinons maintenant le cas où l'équation (1), supposée 
toujours de genre 2 pour le système X, n’est pas linéaire par rapport 
à q. M. Gosse a montré!) que la fonction f doit alors être de la forme 


? 


op 
et il résulte de son analyse?) que le seul cas qui puisse conduire 
à des équations distinctes de celles de M. Goursat est le cas où l'on a 


1 
b = w (x, y, 2)q? + I(x, y, 2) + p(x,y,2); 


on est ainsi conduit à chercher les équations 


1 
s = f = a (x, 2, p) [ø (æ, y, 2)9° + 0; (x.y, 2, p)al, 
où Pon a 
ðw, l da 
p a? d2° 
qui sont de genre 2 pour le système X, autrement dit à déterminer 
les fonctions a, w et w, de telle sorte que l'équation 


> Df (d)\_ 
(3) NP A (2) 0 
ait une solution À (x, y. z, p) indépendante de q. 

Nous supposerons essentiellement a +0, +0 puisque f nest 
pas linéaire par rapport à q, enfin w, +0, l'hypothèse w, = 0 ra- 
menant d'après les calculs de M. Gosse aux équations de M. Goursat. 

Si l'on fait le changement de variable 


A= a (z, 2, p)u(x, Y, 2, p), 


1) Annales de Toulouse, loc. cit. p. 113—114. 
1) Annales de Toulouse, loc. cit. p. 120. Voir aussi Comptes Rendus, t. 182, 
1926, p. 1127. 
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on voit que l'équation vr est équivalente au système 


(4) _ 5+30*=0 
Re ear dl gi p ða ee 
ET > = — + 2 = 
©) p ax a dx * "KPR" +5 
MR EET a E 3a À Sepa 
a Oz at 3z ' 19 Op adr | a dx : 
(6) Marx" gli 
P |z dz Ta à += 
En posant 
e e AS | 2 
u = a led d'où DE onde pi WA cal dia 
et intégrant l’équation (5), on a 
__ 928 086 — free | 28 ,\9logo, 
= Ipdx P kaj Op dx Op 19 mare | 
+3 nage + ny 2) 
On tire alors de l’équation (4) 
1 à 
(1) 287 — A8 + B(p8 — 8) + Cp HP, 
les accents désignant des dérivées par rapport A p, avec 
__ 1 9?%log w __ 1 o?logo i 107 
LR De oo ATP) à dard 
PU Pie 
| w? dy 


Dérivons l'equation (7) par rapport à y, puis par rapport 
a p; on aura 


„idz OBN. JE 4 
Supposons d'abord 
oC 
ay EV: 
on aura 
34_, 2B o 
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d'où, en posant 
W — ep) 


et désignant par (y) une fonction arbitraire de y, 


CE sE 
(e dy a — ME 
et par suite 
_VY 9. (2,2) 
DE, z) = Yar 


Y, d, et Ÿ, désignant des fonctions arbitraires. 
On pourra alors écrire l'équation proposée sous la forme 


s =O(2, z4p) Je: sk 


y to: (w napal, 


les fonctions a et w, ne satistaisant plus à aucune relation. 


+ 0, on aura, en prenant comme nouvelles variables 
x, Y, et d,, l'équation 
gł 
(I) s = Qa (z, 2, p) £, ih. (x, y, 2, p) | 1 
sì = = (, Pie Æ 0, on aura, en prenant U, et Y comme variables 
indépendantes, l'équation 
1 
q? 
an) s= a(a, 3 p) | U + o ns pal 


enfin si U, est constant, on aura AN 
4 


r4 
(III) s = a(x, 293) gr + w, (x, y, 2, pal. 


Supposons en second lieu 
oC 


A Hi 


l'équation (8) donne 


7 
Si a est indépendant de p, on aura 
do; 
ð p? 
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et on pourra mettre l'équation proposée sous la forme 


s = o (z, y, 2) q? + [01 (x, y, 2) + (x, 2)p]9; 
en prenant une nouvelle fonction inconnue Z{(x, 2) telle que 
OZ 03 Z 
JE Wa -— 922 = (| 


on fait disparaitre le terme en p, et on arrive a l'equation 


1 
(IV) à s = w (x, y, 2)q? + w, (x, y, 2) q. 
Si a dépend de p, on arrive finalement, en faisant au besoin un 
changement de fonction inconnue, à l'équation 


1 
(V)  s=plo(a,y,2)q? + [9, (2,2) Log p + w, (2, y, 2)] 9}. 

Nous allons ćtudier successivement chacune des ćquations (I) 
a (V). 

24, Considérons d'abord l’équation 


3 
(I) a (z, z, p) |- i EA = p)a| 


L'existence d’un invariant d'ordre 2 pour le système X exige 1) que 
l'équation 


SFP, 9P of © P | 
EA p =0 =0 
© op ila op (Fa | 
ait une solution non nulle; on aura ici 
d (x, 2) 0 n de 
ZY SK PRI, et w, =— z T Pa (2, y, 2). 


Les équations (4), (5) et (6) ont été Ts indépendamment 
de toute relation entre w, et @. Si l'on remplace dans ces équations 


w par , on aura d’abord 
R="Y 
ðu a Ci g 
Talia ECA == 0 d' ou u = De AOL 
puls 
"A 1 da p © M1 1 (© 
(9) S= aap carafe yje" p * ala +22 i 


ə 1 3gp 
+; (—5 z| = © 


3) Goursat, Annales de Toulouse, loc. cit. p. 36. 
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En dérivant l'équation (9) par rapport à y, on aura 


lp 0 
(10) 9 dp + aż J, (x, 2), 
avec 
ZUA | 199 2% 

BRI S3(7 PER Pa EU KOS 
m=z yth  w=—gzztggo yy + (me) 
et l'équation (9) se réduit à 

OU 3 {a ] 2) PRE 
(1) op | aż s (zz +P 35) +5 Pag oh E 
L'équation (6) donne alors 

du da Q Ou 3) W, da Jw, 

tant ("anta Heat 
(12) 30 

+p (o, 55 + a 3] + ate = 0 

Le premier membre est un trinôme du second degré en . En éga- 


lant à zéro le coefficient du terme (z — 7) *, on aura a d'abord 


3 
U, = F (e = de H, 


et l'équation (10) donue 
a =2e(o+p) + 2e: Vel Fp) (a= +1), 


la fonction g(x, z) étant arbitraire. 
Nous mettons à part les cas singuliers 


pour lesquels on a respectivement 
| 89 == 2 ep 0i = E P; 


nous reviendrons plus loin sur ces deux cas. 
On peut prendre alors 


p = £? Log [e e + e, Vo(0+p)] 


Egalant ensuite à zéro le coefficient du terme (2—y) dans l'équa- 
tion (12), on aura 


© p \ da a Jp 


CE, (3 z " E argo oo 


et il en résulte 
29 
23 0. 


En remplaçant @ par D on voit quon peut supposer partout 


ils 


on aura alors 


o=? £+ 


ane zr ya WEB: 
z , p=eLog ERP ini 


et l'équation (13) s'écrira 


e 00 


9 & e | 
T "20 OEB 


BE) Z TL 5 


L'ćquation (11) donne ensuite 


Sé 


V, (z, 2) 


è; (z, 2) Vp ( ) 
TER Si x, 2) Vo tp + p) 


U, = d, (æ, 2) | 


avec 
ma dl JE _ 90) - G130 
rui 21° 95 dz] Pm ai 
et, en annulant le terme indépendant de (z — y) ‘ dans l'équation (12), 
on aura 


oda m € (SON toni Le CNRS 


22 20 dz) 


. 3o . , 
Si z, est nul, on arrive, en prenant comme nouvelles variables 
SE 


Je dz. Sy e+ fe da, 
à une équation de M. Goursat. 
Si 00 
Er Æ 0, on a 
0— AG 1 SB 


en prenant comme nouvelles variables 


fE dz: grida. 
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on arrive finalement à l'équation 


b 
= [2 [e + X)? +A + 2(2 + X)/(z X) + +pi + 
(14) si 1 1 A | 
ey Ve+Xe+Fpr] | 
où X est une fonction arbitraire de z. 


Si X se réduit à une constante, on peut prendre X = Q, et 
le changement de variables 


conduit à l'équation 


s2=2(1+p+V1+p) (1+49+/1+9) 


qui rentre dans le type IV des équations de M. Goursat. Mais si X 
ne se réduit pas à une constante, l'équation (14) ne peut, on s’en 
assure sans peine, admettre un invariant du second ordre pour le 
système Y. Elle admet pour le système X l'invariant 


rh tX | et% +r +e+DVe EXP +0, 
zp.  Ve+XP+p. dn 
.sG+À)+2r 
W (ori 


25. Il nous reste à revenir sur les cas singuliers 
a = Ep a = 2 Ep. 
Dans le premier cas, on peut prendre 
p = £v Log p. 


L'équation (13) montre que v* est indépendant de z; on peut dune 
prendre 
vil p = € Log p. 


On tire ensuite de (11) 


3 | <y 
u, = — 5 PI + 3; (2, 2) d'où u=— "À Pht h, 
puis, de (12), 
Ody dd, _ SDA € 


sh di T 
92 dx T AE AGI ds 2— ZX, 
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Si X, se réduit à une constante, on a une équation de M, Goursat. 
Sinon, on peut prendre X, comme variable à la place de x; on 


obtient ainsi l’équation 
15 = =+, 
(15) Hi B= che à 


qui admet pour le a kk X l'invariant du second ordre 


r p [ 1 3 | 1 
p 2\°-y'z—-x)! a—- x 


et il est facile de voir que cette équation n’admet pas d'invariant 
du second ordre pour le système Y. 
L’hypothèse 
a=?2ep 


conduit d'autre part, on s'en assure sans pelne, à une équation de 
M. Goursat. 
26. Considérons maintenant l’équation 


1 


q? 
(II) s = a(x,2,p) Be + 0, (2, y, 2, p) 1 


En raisonnant comme pour l'équation (I), on obtient 


rd Li, __199 , 24 (2,2) Ta 
RS RP VIN: W, = va FD + D CORRE i ds (2, 2) 
Jp P) 


L'équation (12) est alors remplacée par une équation dont le 


: "e 1 
premier membre est un trinóme du second degré en ; un 
omy 


caleul simple d'identification montre qu'on devrait avoir 
w, = 0, 
hypothese exclue. 
On étudie de la meme façon l'équation (III). On a ici successi- 


vement 


d (c, 2) 9, (x, 19 
Ta cileni 0, = d; (2,2) — - | #3 A 


O ab | 3 
dp p (w, 2, p) a 
a = pù, (x, 2) + v; (x, 2): 


126 


un nouveau calcul d'identification, à partir des équations (9) et (12), 
conduit alors à l’équation 


En prenant comme nouvelles variables 


Js) yY faz 


on aboutit à l’équation 


gè 
s a AE) 


qui est une équation de M. Goursat. Elle admet en effet un inva- 
riant d'ordre 1 pour le système Y (n° 16). 

On voit pareillement que l'équation (IV) se ramène à des équa- 
tious de M. Goursat. 

Enfin l'équation (V) se ramène par des calculs simples soit 
à des équations de M. Goursat, soit à l’équation (1: ). 

En résumé, toutes les équations (1) qui sont de genre 2 pour 
le système X et qui se sont pas linéaires par rapport à q se ra- 
mènent, par des transformatioñs ponctuelles, soit aux équations de 
M. Goursat, soit à lune des équations (14) ou (15). i 

27. Les équations (14) et (15) sont elles-mémes de la première 
classe. J'ai établi en effet qu’elles sont de genre 3 pour le système Y. 
Particularité curieuse: ces deux équations, si différentes de forme, 
admettent pour le système Y le même invariant, 


gd, 1+598+ 49 29429 —6g— 109 — 4g 
ZI MRI 


4 — 2" 


Pour le vérifier, il suffit de montrer qu'en égalant à zéro le nu- 
mérateur et le dénominateur de l’expression précédente, on obtient 
deux équations en involution avec chacune des équations (14) et 
(15). Cette vérification ne présente pas d'autre difficulté que la 
longueur des calculs. 

J'ai pu d'autre part obtenir l'intégrale explicite de l'équation 
(15). L'intégration de cette équation se ramène à celle de l'équation 
différentielle 


127 


1 = \ 
Gt pe Log US gra cp 


tit arr 


X désignant une fonction arbitraire. Posons 


AZ 


(17) p = u (z — x) (z — y) X = Ei È 


on tire de l’équation (16) 


A ft 
2 pa — u (5—y)=2u p, 
d'ou 
m. pi 
sal 0— ERA 
Y, désignant une fonction arbitraire de y. 
Posant maintenant 


z—y=v[5—$ (0—y) + PF 


u 


on tire de (17) 
1 7 6 + W 2/ 
z= Xi + I; 258 Tr — "y 
Y, désignant une nouvelle fonction arbitraire de y, et X, une fonc- 
tion de x telle que 
(18) X, =25"(82 — È). 
On a donc ainsi 


ETERA; 


19 z = KE — T 
x: It X, FY, -SET Ey 

Portant cette valeur dans l'équation (15), on trouve finalement 
(20) Y? + Y, =0. 


On satisfait à l’équation (18) en posant 


21) æ=g'(a)  $=avg'(a)—g(a) X —=2p(a) 
et à l'équation (20) en posant 
(22) y =Y" (b) Y, = B Y” (6) — w' (8) 
Y, = —B*v" (8) + 28W (8) — 2Y (b). 
Les équations (19), (21) et (22) permettent alors d’écrire expli- 


citement l'intégrale générale de l'équation (15) au moyen des fonc- 
tions arbitraires p(a) et w (8). 
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Signalons enfin, d'apres M. Gosse !), que la transformation 
de Bäcklund 


1 
; | | 1 dote aan 


Li: =: zy 2— r 


ramène l'équation (15) à une équation appartenant au type I de 


M. Goursat. 


CHAPITRE IV. 


Etude d’un problème particulier relatif aux équations du groupe C. 
28. La détermination des équations 


s = f (£, Y, 2, p. 9) 
qui sont de la premiere classe est donc ramenée à celle des équa- 
tions du groupe C, c'est-à-dire des équations qui sont de genre 
n > 3 pour chaque système de caractéristiques. 

Cette recherche, comme nous l'avons dit, a pour préliminaire 
essentiel une étude de la compatibilité des systèmes de conditions 
[, G, H, C, et [”, G', H’, C', étude qui a été abordée par M Gosse 
dans les deux importants Mémoires déjà cités, mais qui est encore 
sans doute assez loin à l’heure actuelle de pouvoir être considérée 
comme terminée. 

On est conduit naturellement à distinguer les équations qui 
sont linéaires par rapport à l’une des dérivées p ou g de celles qui 
ne le sont pas, Ce caractère étant invariant pour toute transforma- 
tion ponctuelle. 

Nous nous proposons, dans ce dernier Chapitre, de rechercher 
les équations linéaires en p, par exemple, qui sont de genre 3 pour 
chaque système de caractéristiques. C'est sans doute un problème 
assez particulier, mais qui nous donnera, chemin faisant, l'occasion 
d'établir un certain nombre de propositions de portée générale: de 
plus les conclusions que nous obtiendrons déborderont en maint 
endroit le problème initial. 

Nous aboutirons à un résultat négatif: il n'existe donc aucune 
équation linéaire par rapport à l'une des dérivées p ou q et qui 
soit de genre n —3 pour chaque système de caractéristiques. Il 
paraît probable, conformément aux vues de M. Gosse, qu'il en est 


1) Compiles Rendus, t. 184, 1927, p. 363. 
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encore ainsi pour n > 3. Ceci présente d'autant plus d'intérêt qu'il 
en est tout autrement pour les équations qui ne sont linéaires ni 
en p, ni en q. J'ai en effet obtenu des équations de la forme 


1 
s=Apq+ Bp?g + Opq? + Dpżą? 
qui sont de genre 3 pour chaque système de caractéristiques; jen 
donnerai un exemple en terminant. 
Pour éviter des longueurs, je me contenterai le plus souvent, 
daus les pages qui suivent, d'indiquer la marche générale des calculs. 
29. Nous cherchons les équations de la forme 


(1) s = f = pẹ (z, y, 2, 9) + 0 (2, y, 2, 9) 
qui sont de genre 3 pour chaque système de caractéristiques et qui 
ne sont pas linéaires par rapport à q. 

Une telle équation admet nécessairement une involution d’ordre 
1 ou 2 pour chaque système de caractéristiques. Il résulte alors des 
conclusions du chapitre I que la fonction f doit satisfaire d’une 
part à lun des systèmes 


IF | 
AjN+A55=0 60-555 K=0 
© af del of, (af 
49 (E) t=O ASh — v5;+ (zz) =% 
d'autre part a l’un des systèmes 
9 J: 
45, +4, GE = 0 I Aja, + a, 57 za = 
PP ga=Nr(iljik=o an 4 (L= 
1573 1 dy, I ! 99 dy — 
où lon a posé 
K — ar a AE 
_ 92! Ip dq 


On aura donc à examiner successivement la compatibilité 
des systèmes 


[I [- G' G—[ G — G. 


$ 1. Etude du système [— I. 


30. Pour l'étude de ce système, comme pour l’étude du système 


o "ae 9) 
[ — G', il est inutile de s'arrêter à l'hypothèse se = 
p 


Rocznik Pol. Tow. Matem. 9 
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En effet, on peut alors se ramener, par un changement de 
fonction inconnue, à une équation de la forme 


(2) s = f (£, y, 2, q). 
Nous allons démontrer relativement à ces équations la proposition 
générale suivante: 

Une équation de la forme (2) ne peut être de la première classe 
que si elle est de genre 2 au plus pour le système X ou de genre 1 
pour le système Y. 


En effet si a = 0, léquation (2) est de genre 1 pour le sy- 


steme Y. Sinon, soit n > 2 le genre de l'equation relativement au 
système X; l'invariant d'ordre n est de la forme p, + p(r,y,2,P,..., 
Pa), et l'on a 
i | OT 
(3) A P + deci = 0, 
d'où l'on tire 
P = X pi + Pi Par F Pa; 


©, et p, étant des fonctions de z, y, 2, p,,...,p, +. Le premier membre 
de l’équation (3) est alors un binôme du 1° degré en 5,_,, et le 
coefficient de p,_, s'écrit 


2X (ps +%a) +57. 


è, ne dépendant que des variables z, y, 2, p, Pr,..., P,_s, 9; Ce coeffi- 
cient ne peut être identiquement nul, ce qui établit notre proposition. 


31. Nous n'avons donc à examiner que l'hypothèse > = LR 


On tire alors de l’équation f; 
1 
p + alz, y, 2)’ 
et, en prenant une nouvelle fonction inconnue Z (x, y, 2) telle que 


A= 


on est ramené à une équation de la forme 
(4) s = pọ (2, y 2,9), 


pour laquelle l'équation /, admet la solution À = 


| 
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L'équation (4) supposée de genre 3 pour le systeme X admet 
alors une involution de la forme 


Ps + Q(x, Y, 2, p, Pa) = 0; 
on doit donc avoir 


3 If d? f 
6) 4;9—0957+ (gas) = 
Posons 
00 00 3 
Bairo SIA tro 
On aura 


d 
DI = me+pe +0, 
(ora tone VETEST TET S 
(dany e P Qı + 3P 03) + 4 p +4 p'+ Asp 
avec 


9 90, | 9 3 
A pa Amat dtt E. 4, = 33 + Uh 


En dérivant deux fois de suite l’équation (5) par rapport à ps 
et appliquant un Lemme de M. Gosse!) on a d’abord 


p= T + 9 (€, y, 2, p) Pa + Pa (€, Y, 2, p). 
L'équation (5) fournit alors les deux équations 
(6) Ap + (X+ 2) P(X 3), =0 
(T) 4193 — 09a + pe 1-7 0:)91 + 41P + Ap + Ap = 
En dérivant deux fois l'équation (6) par rapport à p on a ensuite 


pı = X, Log p + P Ps (£, Y, 2) + 9, (z, y, 2), 


et l'équation (6) fournit les deux équations 


(8) (X + 2)0, + 4, + ze Ha = 0 
(9) (X + 3)0, + pse + ze R — 0. 


1) Annales de Toulouse, t. XII, 1920, p. 139. 
9* 
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On tire de meme de l'équation (7), compte tenu de la valeur 
de Pi, 
Pr = p(Log p)? + (Ba p + b: p?) Log p + yi p + Ya P? + Ys p, 


les 8, et y, étant des fonctions de z, y, 2. L'équation (7) donne alors 
les équations 


(10) X, Heb + + a =0 
(11) X,0 + À0 + CA É = 
(12) As ta +2en + zł +03 zł: — è 


(13) A + pa Da 1-01 Pa + p( NSE; 0 imi 
(14) A+ pipi PB +2 +a z: =0 


Notons en outre que la condition /, donne la relation 


(15) 35 (42.9) FP zy = may, 2) 


32. 17° Cas: X +-2=0. 
Les ćquations (8), (10), et (11) donnent alors 

X, =0 X, =0 Bo = Šo (2) 6, =0 Pa = Š, (2). 
Posons, d’après (15), 


(BH. FR CRE p = m(x, y, z) P + P.. 
29 
En dérivant deux fois par rapport a q l'équation (14), on a 
220! Jg”! Dipi 
(16) ja AŻ + he" = 0, 


c'est-à-dire 


P (+ zę + m) +6,Pr =o. 


On ne peut avoir P'—0, car p serait linéaire en g. Si 
P" = 0, on a 
) 


u = 00 Log (9 + 01) 
3 9 lo O 
p=m(g+01) — 33 ia “> = (g + 01) Log (g + 01). 


et l'équation (9) conduit à une "m 
On a done P” +0, et lon tire de l'équation (16) 
p = X ug (y, 2,9) + Asus (y 2,9), 
X, et X, désignant deux intégrales distinctes de l'équation 


d? w da 
d xi + Ś Ta + 590 z= 0. 


On peut toujours supposer X, + 0; on a alors 


Ga se) = (x) né 
0x |X; dx) > RASA 


Supposons en premier lieu 


9 (1 Om 
3 (332) +° 


ce qui exige (Z) Æ+ 0, et par suite & + 0. On a dans ce cas 
2 | 


P= a (y, 2) us u3 = pg Vi (Y, 2), 
et on en tire aisément 

E = goly, z) P + T1 (y, 2)q + Ts (Y, 2). 
L'ćquation (15) s'écrit alors 


Sr ar du 
52 Hg Ho) gą +06 =0. 
En changeant u, on peut prendre og = 0, d'où P/=0, et 
P = m(x, yY, 2) P (y, 2, 9) + 0 (y, 2) q AC: (y. 2). 


On tire ensuite de l'équation (14) 


(17) 02m | le om 


è rasé 
© r? dr 


+ ém == 0, 


puis 
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En choisissant une nouvelle fonction inconnue Z(y,2) telle que 


To 92 _Y 
mei TOTI. 
on pourra poser 
© 0 P 
Os = da — y U ją = 0 sd 


et l'équation (1) prendra alors la forme 


(18) s = m(«, y, 2) p p(y,q) 
Supposons en second lieu 
9 {1 9m\ o. 
9x (x de) ET 


v 


È ÓW | ? 
on a alors ou bien (È) = 0, ou bien yy =0, et dans les deux 


Xa 


cas on trouve 
p = X: 00 (Y, 2, 9) + 01(4 2, 9)] 


Ta == 0. L'équation (1) s'écrit done 
(19) S — D [X To (y, Z, 9) + 01 (y, 3; q). 
Il nous reste en définitive à étudier les équations (18) et (19). 
33. Occupons-nous d'abord de l'équation (19). On tire de (9), 
après deux dérivations par rapport à q, 
nt me 
A+ 603 i 
les c, désignant des fonctions de y et z. L’équation obtenue en rem- 
plaçant ensuite p; par sa valeur dans l'équation (9) doit être véri- 
fiée identiquement, ce qui exige o, = O, hypothèse exclue. 
Reste done à étudier l'équation (18). On tire aisément de (9) 


(20) pp = Ypt Y:9+ N. 


m ; V| . 
D'autre part la condition /; admet la solution 7 et la condi- 


Avec 


tion f, s'écrit 


4 om 


+95, Tw (ip + 119 + 73) =0. 
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DE dd, 
En dérivant par rapport à x et remarquant que ją = 0, on a 


la =0 Y + 0 Fa 0 Y, + Y({Y,—Y)=0 
JU, 9 log p p = 
34 re + (7 -gjon 2) = 0. 
En écrivant que les équations (21) et (22) sont compatibles, 
on a ensuite 


(22) 


(o —"y') Y, +mY,(Y, —V+Z=0 
et on en tire, en posant 


2 " 
y 0 (4,2) 90 _ ga” (0° +0), 


o ĝa öz g“ 


. a 1 o” [o + (x, y)] + 0°? 
s: o Teb fa CON 


L’équation (9) donne d'ailleurs 


Oo = — 


pe © Ps 9 Ps - 
ae 2 = SA pri 3 "RE 
= ala m? + mg, = 0 ay Var D 9, 1 Pet, 


mi ie tire 


2? log m 
"dat ukr = mn 
si l’on remplace dans cette équation m par sa valeur (23), on a 
Y, =0 solo RCA" 
è Yo+%) 


Portant cette valeur de m dans l'équation (17) on est conduit à une 
impossibilité. 
ome Cas: A +3 — 0. 
Supposons d’abord X, =0. Les équations (9), (10) et (11) 
donnent alors 
Ps = 0 6, = 0 A, = 0 Bo = Św; 
et l'équation (8) devient 
A 4 
Mer or dy Ti Far 
L'ćquation (15) donne ensuite 


= _—— 
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d'où l’on tire 
u = m (y, 2) Log [g + us (y, 2)]: 
en changeant de fonction inconnue on peut prendre p, = Q, et on a 


p—=a(x,y,2)g + a, (y, 2) g Log q. 
L'equation (13) conduit alors a une impossibilité. 
On doit donc At X, Æ 0; l’équation (8) donne alors 


= 4 r à 2) +9 + Ś Po (Y; 2, q) (5; == 0), 


et l'on tire de (1 t: 
2 1 ð u 9 [1 Om 
sa (E v.) +433 (eV) 89 dx (E a) 


SÌ È E 32) == 0, on a, après un changement de fonction 


(24) 


inconnue, 
p=a(r,y,2)9 + a (2,9, 2)9 Log g, 
et l’équation (10) donne a, — 0, ce qui est impossible. 
L’équation (24) doit donc être une identité, ce qui permet de 


A 
c ji nue ! 
prendre I) Choisissant alors une nouvelle fonction inconnue 


Z(y,2) telle que 


9 Z 
TEE Log — FFE 
on est ramené à une équation de la forme 
s = p 81 Po (Y; 2, 9) (& + 0) 


On tire ensuite de (15) 


m = $, m, (y, 2) + mą (y, 2) Po = M (y, 2) P(Y, 9): 
portant ces valeurs dans l’équation (10) on est encore conduit à une 
impossibilité. 

35. 8° Cas: (X+2)(X+3)+0. 

Alors si X, + 0, il n’y a rien à changer au raisonnement de 
la seconde partie du n° 34, où l’on a seulement utilisé l'hypothèse 
X+2 #0. 

Si X, = 0, on trouve comme précédemment 

p = a (%, y, =) g + a, (y. z)g Log g, 
et Péquation (9) conduit à une impossibilité. 
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Observons enfin que nous n'avons pas utilisé l'hypothèse de 
l'existence d'un invariant d'ordre 3 pour le systeme Y. La conclu- 
sion du présent paragraphe est donc la suivante: 

Il n'existe aucune équation (1) qui soit de genre 3 pour le système 
X et qui satisfasse aux conditions | — Í". 


8 2. Etude du système / — G. 


36. Les raisonnements du paragraphe précédent qui s'appuient 
sur les conditions / et sur l’existence d'un invariant du 3° ordre 
pour le système X ne sont évidemment pas modifiés et conduisent 
aux mêmes conclusions. Nous avons donc à étudier les équations 


S = p p(T, Y, Z, q) 


qui satisfont d'une part aux équations (8) à (14), d'autre part (con- 
ditions G’) aux équations 


da , da „0a HA CAME 
(25) gare PSE gel WACC eno 
9a, , da, clero o er nt le 
(26) LE da kaj" Li Magia: 3004 70 
Ip, I IV 97 , (97) _ 
SU dx |” de |” do * dq PE zaś 


37. 1% Cas: X+ 2 = 0. 
Les équations (8), (10) et (11) donnent d’abord 


A=A=0 Bo = Šo Bi=0 Pi = Ši» 
et lon tire de (14) 


(28) L£ z A. 


Nous désignerons par X, et X, deux intégrales distinctes 
de l’équation 
d? . d A 
Aw = + Ê + bu 20. 

Si l'on pose dans l’équation (25) 
__9*u(y,2.9) du pu 
a = — <=}; 

ðq? 0q u 


on aura 


= | l ou © 
mj A F h, (x, y, 2) + Po (Y, 2, q) z, + Po 34 =): 
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Nous écarterons provisoirement les deux hypotheses 


DENTE 


On a alors, d’après (23), 
(29) (4) 464 (©) CE 


Supposons d'abord é +0. Ou tire de (29), en changeant u, 


h = X, l; (y. 2) + X: l; (y, 2) hi = X, m, (y, 2) + X; m; (y, 2) 
py = ROLL. 0, 


= she i ha + o(y, 219 F À (Y, 2) 


L’équation (14) montre alors qu’en changeant de fonction in- 
connue on peut prendre À, = À, == 0; nous écrirons donc 


SF Ma Q: (y, 2, q) a X, Os (y, Z, q). 


Les équations (26) et (27) sont alors des équations du second 
degré en X, et X,. Elles sont indécomposables, car l’existence d'une 
relation linéaire entre X, et X, est incompatible avec l'hypothèse 
È, + 0. Elles doivent donc être identiques à un facteur près. On 
en déduit successivement 


Qa =o( Y, Z 2) Qs, 


par suite on peut écrire 
p = X, Q (y, 2,9) 
et l'équation (26) conduit à une impossibilité. 
Supposons ensuite è, = 0. On peut prendre X, = 1, et l’on tire 
de (29) 


Jo Ja 
Tya h Day rubi 


Ca Xo Q (y, Z, q) Tiri Qı (y, Z, q): 
l'équation (26) conduit encore à une impossibilité. 
88. 2°" Cas: X +2 +0. 


Nous continuerons d'exelure les hypotheses 


e-o -o 
u j 


On a alors comme précédemment 


ou Ou | | 
(30) Cp ży, = y h(x, y, 2) + hi (æ, Y, 2). 


cz 


139 
Si X, = 0, on a, d'après (8), a = 0, ce qui est impossible. 
Si X, +0, l’équation (8) donne 


Pa PEUT 95 SE + Epo (Y, 2, q) (6 =F 0), 


et l'on tire de (30) 


ERAO 1 3% pa dh 
ava! E | 9q ME dx" È 0x 
équation qui doit se fica à une identité. On peut donc prendre 
0 : ; 
z= =0, et, en changeant de fonction inconnue, on est ramené 


à une équation 
s = È p Po (Y, 2, 9): 
l'équation (26) conduit alors à une impossibilité. 
39. Il ne reste donc à examiner que les hypothèses 


au A | =0 
r e (z i 


qui donnent pour u l’une des valeurs suivantes 


ZERO A RCE) 
Soit d’abord u= ef*; on tire de (30) 
oe 8 
p—— 9° Fr ŁO 


Il est facile de voir que l'équation s = pp ne peut alors admettre 


n=] 


d'invariant W(x, y, 2, p, Pa --», Pa) pour le système X: en effe 


dar 
contient un terme en e-"* de coefficient 
(— 1y p" hr b" (n — 1), 
terme qui est multiplié, dans le premier membre de l'équation 
AY = 0, 

ð y : i . 
Bar 3 + 0 et qui ne peut se réduire avec aucun autre: on devrait 
done avoir h, = 0 ou B— 0 ce qui est impossible. 


Soit en second lieu u = Log (q + 8). En changeant de fonc- 


tion inconnue on est ramené à une équation de la forme 
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s = p(hq Log 9 + h, 9), 
équation qui ne peut admettre d’invariant pour le système X. 
Soit enfin u='qg--46,). On peut d’abord, au moyen d'un 
changement de fonction inconnue, supposer f, = 0; on a ensuite 


4} SE 
p=- qLog q+ a+ ad 


et l'on s’assure, par un raisonnement analogue è a celui qui vient 
d'être fait, que l'équation s = pp ne peut avoir un invariant d'ordre m 


que si lon a 8 = -, u désignant un entier positif au plus égal à n. 
u 


On a donc ici EE ou B— nous examinerons successivement 
ces deux hypothèses, 
40. Premiere hypothèse: 8=5- 
On a alors 
p =A (z. y, 2) q + À (z; y, 2). 
Nous allons montrer que, sous les seules hypothèses = #0, 


À +0, les équations s = pp qui admettent une involution d'ordre 2 
pour le système Y se ramenent à l’équation 


1 
tre PTE ie 
=p +( +), 


qui est comme nous l'avons vu de genre 2 pour le systeme X et de 
genre 3 pour le système Y. 
De l’équation 


on tire d’abord, après une discussion facile, 
3 1 
W = 909° 1919717924 T 959° 


les g, étant des fonctions de y et z seulement; on a de plus 


(32) À =9(y,2)A--h(y, 2). 
Remplagant y par sa valeur dans l'équation (31), on obtient 
les équations 
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(33) 8 29 ąz HA 0 
9) 9A 
(34) + aA H 9h + zy H2AA=0 
m © Je © À EL 2 
(35) 36 10 E gg WAŁ 2% 
DE 9 g; 1 1 DA 
(36) Pi + 9 Ma ga — z Ads ŻĘ zy = 0. 
De (32), (33) et (34) on tire 
9 log À 
g=0 R p [pa gi = — à, 
puis de (36) 
9 log À 
Is re 0 Ją mo 2 F 3 ) 
enfin de (39) 
SA gay 9g 91 108% 
dy MT dy 22 
Il vient alors 
[rz ! 
nr 1=2 (72 y T dh 


et, en prenant comme nouvelles variables X, Y et Z, on est bien 
ramené à l'équation indiquée. 


41. Seconde hypothèse: B — że 
On a alors 
p = Aq + M gÈ. 


La discussion est entièrement analogue à celle qui précède: on 
est conduit cette fois à des impossibilités. Sous les seules hypothèses 


o 1 > i . 
+ 0, Xx + 0, il n'existe donc aucune équation 


= pg + À 95) 


qui admette une involution d'ordre 2 pour le systeme Y. 

La conclusion du présent paragraphe est done qu’il n'existe 
aucune équation (1) qui soit de genre 3 pour le système X et qui 
satisfasse aux conditions [ — G. 
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$ 3. Etude des systèmes G—[" et G—G. 


42. Nous allons d’abord établir quelques résultats généraux 
sur les équations (1) qui satisfont aux conditions G. On sait que f 
étant linéaire en p on peut satisfaire à la condition G,(a)=0 en 
prenant a = 0, et que dans la condition G, on peut prendre 5, = 1. 
Nous avons donc à satisfaire au système 


If nea 

(37) ay y + (gz|—0 
i SEI e CLR 
(38) QE ESY 20.1 


On tire d’abord de (37) 
y= fo p’? + BP + Pa 


En remplaçant % par sa valeur dans l'équation (37), on observe 
qu’en prenant une nouvelle fonction inconnue Z(, y, 2) telle que 


A 0 Z 


58 ini 
on peut poser b = 0. D'autre part on constate aussi que dans ce 
cas l'équation (38) donne a, = y, (x, y, 2). Finalement les équations 
(37) et (38) sont remplacées par le système 


(39) z +pzi=0 

40) gy baj Hatoz tg toz =O 
an +94 8 —pBtzztozi=0 
(42) tp TETEA 


On satisfait aux équations (39), (40) et (42) en posant 


92 
(45) q=pz+9(%, y, p) (z= 0) 


dg żyf 20b> ta 
(44) o = 52 ++ +05 Xe) 
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92y dy 
 — Xp+ (+9) papa 
(45) (FE dz A 


= +9 ie 


Il restera en outre à satisfaire à l'équation (41). 
Nous allons montrer qu'on a nécessairement X = 0. 


A 


43. Supposons X +0. On ne peut avoir < a 


SE 0, et l'équa- 
tion (45) donne 
1 opt 619 T- 02 
czP+ eag +c’ 
les c, étant des fonctions de x et y. Remplaçant g' par sa valeur 
dans l'équation (45) on aura une équation de la forme 


(46) Ag’ +g(Bo + C)4 De + Ep4 F= 0: 
Si cette équation n'est pas vérifiée identiquement, on en déduit 
pour g l’une des formes 


g "XP ŁA + Vuo p? +210 + ja (u — fio tę F 0) 


g= Mp PA Ho (= 0) 


J= Mp? + 2A p t Aa (X, =E'OJ: 

En portant ces valeurs de g dans l’équation (45) on est conduit 
chaque fois à des impossibilités. 

L'équation (46) doit être par suite vérifiée identiquement. Une 
discussion simple montre alors que l’on doit prendre c, = 0 et 


,_pt+oagte _ da 


avec = —j 
CP + C% 


g 


on aura donc 


g = à (ae + a) Log (ap + a) + oo (œ yle + où (2,9) 


En portant dans l'équation (41) on est alors conduit à une impossibilité. 
On a done bien nécessairement X = 0. 
44. Faisons maintenant intervenir les conditions /”. La pre- 
mière s'écrit 
OA , IX 
al Poe (DPI de ua (p? T3 Se) = 0 
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elle se décompose en deux autres 


DÀ; CŁO ne Ów _ - 
FRE U Og A i me 
JA = 
TRE ife 
ð 
Posons À, = Da u (x, y, 2,9); on aura 
O ui ; du bas RE s © ui © Ha 
(47) LIE RU 99 = M (T, Y, 2) DE + p 99 == | (x, y, Z z). 
La condition de compatibilité s'écrit 
op p Ow Ów| dy Əl Im 
Es) Gzrkezć wę STR ru rt 
Les équations (40) et (42) où l’on fait X = 0 montrent que le 
ð u 


coefficient de se réduit à 


SES Der Ae ci 


UR dz 
S'il n’est pas identiquement nul, on aura 
(49) Hı = T (x, y, 2) Log [9 + 01(%, y, 2)]. 


On tire alors de (47) et (49) 
p = A(g + 01) Log (q + 0) + Bqą-+ C, 


et l’équation (39) montre qu'on devrait avoir A=0, ce qui est 
impossible. 


Le coefficient de LAI dans l’équation (48) doit donc être iden- 


9q 
tiquement nul, et l’on a 
(y — 8) _ 2(y— 8) _ 
ra 0 La 0. 


On tire ensuite de (45) - = 0, et de (44) 
© © 


w= z T (2 +9) Mówić 
On obtient ainsi les ćquations 


z y= dg „dy 
(50) renier Ce) 
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où la fonction p est définie par la relation 
q= pz +g (x, 4,p)- 
o 

Soit p une fonction de x et y telle que SE = y; on s'assure aisé- 


ment que l'équation (50) admet pour le système de caractéristiques Y 
l'invariant du 1° ordre 
dp 
AGE 9) — z,” 
c'est donc une équation du groupe À. 

Nous arrivons ainsi à la conclusion qu’! n'existe aucune équa- 
tion (1) satisraisant au système G — [” qui soit de genre n >3 pour 
chaque système de caractéristiques. 

45. Examinons en second lieu les conditions G’. La seconde s'écrit 


Ms ser da is ARE CI TL AE 
So nat RE CA Biais de non, 
et lon en tire les deux équations 
IM , 0% , 9 w do _ 
da +39 ag dg 
ODP ð Ài IE e 
da TR ag Mag ag 


4 r 


u 


les h; étant des fonctions de x, y, 2. 
La condition de compatibilité de ces deux équations s’écrit 


Rocznik Pol. Tow. matem. 10 
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On voit comme précédemment que le coefficient de zę ne peut être 


nul; la fonction u satisfait done a une équation de la forme 


© 
(49 + B) 35 = 0u + D. 


La seule hypothèse à conserver, on s’en assure sans peine, est 


Phypothese 4 +0, C + 0; on peut alors prendre 
u= (q + o), 
et l'équation (39) donne immédiatement 


To =F. 


2 


On a alors 


p = pe + pa (9 + 0) ++ P+ (+ 08, 


Po, P1. Ps, et o ne dépendant que de x, y, z; portant cette valeur de p: 
dans l'équation (39) on voit aisément que l’on peut prendre 


1 _ 8 x: 12 
APTE Pa = 2M2 3, Po = z + G=N— hz; 


les fonctions A, ne dépendant que de x et y et À, n’étant pas nul; 
on en déduit 
g= Malo de A. 


On est ainsi ramené à une forme étudiée précédemment (n° 43) et 
qui conduit à des impossibilités. 

En définitive, si l’on remarque que la seconde condition G'est 
identique à la condition C; de M. Gau, on aboutit à la conclusion 
suivante: 

Il n'existe aucune équation (1) de genre n =>3 pour chaque sys- 
teme de caractéristiques qui satisfasse aux conditions G — G ou G —C’. 

46. Cette conclusion, qui apporte aux vues de M. Gosse une con- 
firmation au moins partielle, est d'autant plus digne de remarque qu’elle 
ne s'étend pas aux équations non linéaires. En faisant pour ces équa- 
tions l'étude des conditions G — G’ jai en effet obtenu des équa- 
tions qui sont de genre 3 pour chaque système de caractéristiques; 
telles sont par exemple les équations 


k2 1 1 1 
s(x +y) [ee + y) + 4 = Apq + Bpg® + Cp?g+ Dp?q?, 
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où l'on a 

2 5% 
A=2(z+yt B=C=2kxty?  D=-.-—4z(z--y), 
et où k désigne une constante arbitraire non nulle. Il existe, pour 
le système X, une involution d’ordre 2, 


6(x + y) 2 zy: 2 A 
Mosa |? t2k@+y)p° + k(t y) r|+ 
pó SU 


et une involution d’ordre 3 


Ps + % Po + D Pa +3, = 0, 


où l'on a, en posant play =— + y 
Sal eut o 4 Mat + 6k(x+ y)" pl +4p 
771124? 14 ahamo T KAB UM i EVAN QT RI LR 
p cy 2 — Q 
9, — 4P + 10k (e +y) ras SEAN 
(z — p)? JA ip)" z— Q 
A sg daw [ren 
TUE ow DE 5; |» (2 — p)’ 
4 k(x- yy” SII 
NEK” — ary]? 


On a évidemment par raison de symétrie des résultats ana- 
logues pour le système Y. Leur vérification ne présente pas d'autre 
difficulté que la longueur des calculs. 
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Surfaces réglées algébriques; singularités; 
classification. 


Par 
M. Bertrand Gambier. 


Professeur à la Faculté des Sciences de Lille. 


1. — Introduction. Les mathématiciens ont déjà étudié en 
détail la classification des courbes planes algébriques; d’autres, Halphen 
en particulier, ont abordé le même problème pour les courbes gau- 
ches, ce qui revient à étudier deux fonctions algébriques d’une va- 
riable et non plus une seule. Dans le même ordre d'idées, on peut 
dire que la classification des surfaces algébriques réglées non déve- 
loppables fait intervenir trois fonctions algébriques simultanées d'une 
même variable, bien que ces trois fonctions ne jouent pas un rôle 
symétrique. 

Sur une surface réglée (algébrique ou non) j'appelle génératrice 
la droite qui, par un mouvement continu, engendre la surface; en 
dehors des génératrices proprement dites, la surface peut admettre 
des droites exceptionnelles, non génératrices (une, ou deux au plus) 
qui jouent le rôle de directrice au même titre qu’une courbe plane 
ou gauche non rectiligne; il peut arriver qu’une génératrice soit en 
même temps droite exceptionnelle 1); elle est nécessairement, dans 
ce cas, ligne multiple de la surface. 


1) Par exemple la surface cubique de Cayley 25% + 2xy? — 32y=0 admet 
la génératrice Ox (y = 0, z = 0) qui est en meme temps droite exceptionnelle. 
La génératrice variable (m paramètre arbitraire) 

y=mz z+-2xm—3m=0 


3 
rencontre l'axe Ox au point d'abscisse Jm st la nappe à laquelle appartient cette 


génératrice mobile admet au point correspondant pour plan tangent le plan 
y—mz=0; considérée comme génératrice, Ox est génératrice stationnaire avec 


le plan tangent invariable y = 0. 
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Cela posé, si nous prenons une génératrice quelconque G de la 
surface réglée S, et un point M quelconque sur G, le plan tangent 
à S en M coupe G suivant une courbe plane C d'ordre m — 1, 
si m est le*degre de S; la courbe plane C coupe S d’abord en M 
qui compte pour une unité dans l'intersection de G et de C, puis 
en divers points P,, P,,... Pa, comptant respectivement, dans l'inter- 
section de G et C, pour py, py,... p, unités, avec 


Pt pot... Pn=m—2 

Chacun des points P,, P,,... P, cst indépendant de la position de M 
sur G et engendre, quand G varie, une ligne multiple de S: au 
fond la classification des surfaces algébriques réglées, pour le degré 
et le genre, revient à la détermination de ces lignes multiples (qui 
peuvent former les diverses branches d'une même courbe indécom- 
posable, ou former plusieurs courbes analytiquement distinctes, qui 
peuvent comprendre plusieurs droites exceptionnelles) 1). En chaque 
point d’une courbe multiple de cette espèce, passent un nombre 
fixe de génératrices: g, pour la courbe lieu de P,; chacune de ces 9, 
génératrices appartient à une nappe qui, prise isolément, n'admet 
aucune singularité en P, et y admet un plan tangent déterminé par 
la loi de Chasles; il peut arriver qu’en P; les g; génératrices, four- 
nissent chacune un plan tangent distinet de ceux fournis par les 
9— 1 autres; mais il peut arriver que plusieurs génératrices donnent 
en P, le meme plan tangent (et alors G étant quelconque, cette par- 
ticularité doit se retrouver tout le long de la courbe lieu de P); 
on a alors une ligne de raccord de la surface avec elle- meme, au 
lieu d’une ligne d’intersection. 

Enfin on peut avoir une autre espèce de singularité: deux 
nappes, régulieres sur la surface quand on les étudie seules, ou plu- 
sieurs peuvent avoir en commun une génératrice suivant laquelle 
elles se coupent ou se raccordent. 

L'étude précédente faite au point de vue ponctuel doit être 
complétée au point de vue tangentiel. On sait qu’une surface réglée 
a même degré et même classe; nous avons étudié les points multi- 
ples de la surface, il y a lieu aussi d'étudier les plans tangents 


1) Il y a done lieu d'utiliser la classification des courbes gauches due 
à Halphen; mais ce dernier a laissé systématiquement de côté le cas où la courbe 
gauche a des points multiples; or nous verrons qu'ici ce cas des points multi- 
ples se présente au contraire systématiquement. 
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multiples et cette remarque permet de distinguer les surfaces réglées 
qui sont de même espèce que leur polaire réciproque et celles qui 
sont d'espèce différente: dans ce dernier cas, le travail de classifi- 
cation se trouve diminué de moitié. Si le degré et la classe de la 
surface S sont égaux à m, le cône circonscrit à la surface d’un 
point M de cette surface comprend d’abord la génératrice G consi- 
dérée comme enveloppe de plans, puis un cône 2 de degré m— 1: 
la direction asymptotique du plan tangent en M à Ś, autre que la 
génératrice G, est génératrice du cône 2, le plan tangent correspon- 
dant étant le plan tangent à S en M; de G on peut donc mener 
a 2, en dehors du plan tangent a S en M, exactement m— 2 plans 
tangents et l’on reconnaît les raisonnements corrélatifs de ceux qui 
précèdent. 

J'appliquerai ces principes à la classification complète des sur- 
faces d'ordre 4 et 5; je donnerai quelques indications pour les degrés 
supérieurs (pour les degrés 2 et 3 les résultats sont connus et il 
est superflu d'y revenir). 

Enfin je signale une application imprévue de la théorie des 
polygones de Poncelet relatifs à deux courbes qui ne sont plus des 
coniques. Cette application se présente automatiquement des que 
l’on cherche une surface réglée admettant des plans tangents multi- 
ples d'ordre au moins égal a 3; nous avons vu que les surfaces 
réglées algébriques, d'ordre supérieur ou égal à 3, admettant néces- 
sairement des points et des plans tangents multiples, mais il n’est 
pas nécessaire que l’ordre de multiplicité dépasse 2. Imaginous que 
la surface réglée admette co! plans tangents multiples d’ordre n > 3; 
les n génératrices situées dans chaque plan de cette série se cou- 
pent deux à deux et le lieu des points d'intersection ainsi obtenus 
engendre une des lignes multiples / déjà signalées sur la surface: 
. «dans chaque plan il y a au plus SII points distincts, et la 
courbe / peut se composer d'une seule courbe ou de plusieurs ana- 
lytiquement distinctes; or si nous faisons la perspective de la sur- 
face S sur un plan quelconque à partir d’une point de vue quel- 
conque, les génératrices de S deviennent les tangentes au contour 
apparent (e) de S; la courbe / devient une courbe y circonscrite 
À oo! polygones de n côtés eux-mêmes circonscrits à (e). 
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2. -- Etude des surfaces d’ordre 4. Classification. 


Je rappelle, avec les notations déjà employées, que le plan 
tangent à S en M donne la génératrice G et une courbe C cou- 
pant G, en dehors de M, en P,...P,, comptant pour p,,... p, dans 
l'intersection (G, C); on a 


Pi FF Pe +: pr =m—2 


Si en P, il y a g, génératrices qui sy croisent, la section par un 
plan quelconque issu de P, a g, tangentes distinctes au point P,, 
si les plans tangents en P, sont distincts; en appliquant ceci au 
plan tangent en M, on voit que p, = g, — 1; si au contraire en P,, 
il y a plusieurs plans tangents coîncidant, P, est, sur C, multiple 
d'ordre g, — 1 et G est une tangente a C de sorte que p, > 91. 

Ici pour m = 4, on voit que h = 1 ou 2 et que la courbe C 
est une cubique. La totalitć des cas est facile A obtenir; en suppo- 
sant d'abord h = 2, d'où p, = p, = 1, on a les cas: 

A) deux droites doubles exceptionnelles, la surface est de 
genre 1 et ne possède aucune conique 

B) deux droites doubles exceptionnelles et une génératrice 
double; la surface est de genre zéro et possede co! coniques. 

C) une cubique gauche double: les génératrices appartiennent 
à un complexe linéaire non spécial; la surface possède oo ! coniques 
véritables dont les plans sont bitangents et enveloppent une déve- 
loppable de classe 3. 

D) une cubique gauche double; les génératrices appartiennent 
à un complexe spécial; la surface admet co! plans tritangents pi- 
votant autour d'une droite simple de la surface 

E) une droite double exceptionnelle et une conique double 
se rencontrant en un point. 

En supposant h= 1, on a p, = 2; le point P, peut être double 
sur C, ce qui correspond à une ligne triple de Ś, (droite excep- 
tionnelle), d’où deux cas: 

F) une seule droite exceptionnelle triple; on a le cas récipro- 
que de D par dualité 

G) une droite exceptionnelle triple et une autre simple. 

Le point P, peut au contraire être simple sur C et corres- 
pondre au contact simple de G et C, d'où deux cas: 

H) une droite exceptionnelle de raccord, la surface est de 
genre | 
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K) une droite exceptiounelle de raccord et une génératrice 
double, la surface est de genre zéro. 

On remarque que par dualité, chaque cas 4, B, C, E, G, H, K 
se correspond à lui-même; D, F s’échangent; dans le tableau qui 
précède j'ai parlé de points doubles ou triples et de leur lieu; en 
tenant compte de la dualité, on voit que, pour le cas G par exemple, 
la droite triple (ponctuellement) est simple (tangentiellement) tandis 
que c’est l'inverse pour l’autre droite exceptionnelle; remarques ana- 
logues dans les autres cas. 


3. — Cas A et B du quatrième ordre. 


Du point M de Son a mené la génératrice G et marqué sur G 
les points singuliers, distincts, P, et P,; par P, passe une autre 
génératrice G’ qui contient un point singulier P}; le plan G, G' con- 
tient trois points singuliers. Quand G varie, les points P,, P,, P, 
engendrent une ligne multiple de S, qui ne peut être d'ordre supé- 
rieur à 3, car les sections planes de © ne sont pas toutes décom- 
posées et sont de degré 3; la courbe multiple ne peut être de degré 1, 
puisque, sur chaque génératrice, il y a deux points multiples. Donc 
l'ordre de la ligne est 2 cu 3. Pour l’ordre 2, on ne peut admettre 
une conique (proprement dite ou formée de deux droites concou- 
rantes), parce que le plan de la conique épuiserait, par cette coni- 
que, la section de S, d'où contradiction, chaque génératrice rencon- 
trant la conique en deux points. Il ne reste donc que le cas de 
deux droites non concourantes, l’une lieu de P, l’autre de P, ou le 
cas de la cubique (cubique indécomposable, ou formée d’une droite 
et d'une conique sécantes en un point). 

Soit donc le cas de deux droites (exceptionnelles) doubles; en 
les choisissant (elles sont distinctes) pour arêtes opposées du tetraedre 
de référence, on voit que l'équation de la surface devient 


x*(A42° + 2 Bzt + Ct) + Zxy(4,2? - 2B, zt + Ct!) + 
+ y?(4,2? + 2 B,zt + Gt?) =0. 
Si l'on représente par P, Q, A les coefficients de x*, 2 xy, y? dans 
cette équation (1), ces polynômes P, Q, È sont premiers entre eux 
dans leur ensemble; si Q? — P R était carré parfait, on écrirait 
nr REP: Q+ S= pir Q— S= pr, 
P = p, p, R=r r 


(1) 


(2) 
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et l'équation (1) se décomposerait en 
(3) (ZP YN) (Ept yr2a)=0 


OÙ Pi, Pa Yi, Yay sont des polynômes linéaires homogènes en z, t et 
on aurait deux quadriques ayant en commun un quadrilatère gau- 
che; écartons ce cas. Si donc Q? — PR a quatre racines distinctes, 
la surface (1) est de genre 1, les deux droites exceptionnelles épui- 
sent tous les points singuliers; si Q* — PR a une racine double ou 
une racine triple, il y a une génératrice double recontrant les deux 
droites exceptionnelles. Le premier cas est le cas 4; la surface ne 
possède aucune conique: on l'obtient en prenant deux droites D,, D, 
non concourantes arbitraires, puis établissant entre un point M, 
de D, et un point M, de D, une correspondance (2, 2) algébrique 
arbitraire; à un point M, quelconque correspondent deux points 
de D,, M, et My; il y a quatre positions distinctes, dans le cas À, 
Mis My, Pı, 9, de M, pour lesquelles les deux points M, se confon- 
dent, m, donnant m,; n, donne %, p, donne p, et qı, qa; inverse- 
ment il existe sur D, quatre positions py, va; T3, Ya pour lesquelles 
les poins M, correspondants sont confondus en un seul, y, vi, Tis Xi 
respectivement; on voit que le plan m, D, est tangent à la surface 
le long de la génératrice stationnaire m, m, (de même n, D,, pi Da, 
qı D,), de meme le plan m, D, (ou v Di, mą Dy, ya Dj} est tangent 
tout le long de la génératrice stationnaire y, us; cela fait done huit 
génératrices stationnaires. 

Pour le cas B, deux points m,, n, se confondent, de sorte que 
ms et n, se confondent (entre eux et avec u, et v,); nous trouvons une 
génératrice double m, m, (et non stationnaire); il reste quatre génératrices 
stationnaires; on voit aussitôt que l’on peut définir la surface ainsi: on 
se donne D,, Dy, une droite m, m, joignant un point m, de D, à un point 
m, de D,, puis une conique C coupant m,, m, en deux points a, b; la 
surface est le lieu d’une droite mobile assujétie à rencontrer D,. D,, C. 
Du point m, memons les tangentes my a, m, B à C: le plan contenant D, 
et l’une m,« perce D, en p, et la droite pa est l'une des géné- 
ratrices stationnaires annoncées, le plan p, « D, étant le plan tangent. 
Cette construction montre à quoi correspond le cas de dégénéres- 
cence de B, celui où Q*— PR a une racine triple: la conique C 
serait tangente à la droite m, m, au lieu de la couper en deux points 
distincts (a et b ne peuvent se confondre avec m, ou mą sans que 
le degré de la surface s'abaisse). 
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Pour en revenir au cas B non dégénéré, tout plan passant 
par m, mę Coupe S suivant une conique C’ perçant m, m, en deux 
points a et B qui se correspondent homographiquement, les points 
doubles de l’homographie étant m, et m, et a, b un couple corres- 
pondant; en effet m, m, est génératrice simple snr la nappe qui 
correspond au déplacement sur la conique d’un point À voisin de a; 
sur cette nappe la variation du plan tangent en un point « de m, mą 
est fournie par l'égalité du rapport arharmonique (m,a xm,) et de 
celui des plans tangents correspondants: (D, m, m,, plan de C, plan 
de C’, D; m, m,). Si en considère de meme le point u variable sur C 
au voisinage de b, on aura donc 


(m, a © Ma) = (m, b Bm,) 


ce qui justifie la proposition; dans le cas de B dégénéré, « et B 
coïncident constamment entre eux, ce qui est naturel par suite de 
la definition du cas B dégénéré. 

On remarquera enfin que dans le cas B, (dégénéré ou non), 
les deux coniques C et C’ se correspondent, par les génératrices, 
homographiquement (nous retrouverons cette notion plus bas, en étu- 
diant C, D, £).. 

Chaque cas: A, B, B dégénéré, se correspond évidemment 
à lui-même par dualité et l’on peut obtenir aisément les quadriques 
ou complexes linéaires par rapport auxquels la surface est sa propre 
conjuguée. 


4. — Surface réglée de Clebsch; cas C. 


Le lieu des points P,, Pa est une cubique gauche indécompo- 
sable. Une homographie de l’espace permet de supposer que la cu- 
bique gauche a pour équations paramétriques 


(1) z==t y= p A 
L'équation générale des surfaces de degré 4 contenant cette cubi- 
que est 

A(x2 — y*)* + 2 B(xz— y?) (z— zy) + C(z — zy): + 
(2) + 2 D(cz — y?) (y — 2) + 2 Efe — zy) (y — xt) + 

+ (y — 2°) =0. 

Un point de la droite joignant les points #,, żą a pour coordonnées 
homogènes 


(3) z= + pb y =ü + pł z=ht pt 0 =1 +p 
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de sorte que l’on a 


xz — Y? = pt t (fi — t)? 


(4) z 0 — zy = p(t, +) (6 — ta)? 
y0 — xz? =p (tt) 


Je pose 

(5) = fh s= tt, 

et l'équation (2) est remplacée par 

(6) Ap+2Bps+Cs'+2Dp+2Es+F—0 


qui est l'équation d'une conique (p, s). Toutes les surfaces (2) sont 
réglées car la sécante double de la cubique, issue du point (x, y. 2) 
de la surface a 5 points communs avec la surface. D’autre part les 
coordonnées plückériennes (a, b, c, l, m, n) de la sécante (/,, t) sont 


(7) l, s, $ — p p — ps, p 

de sorte que l'équation (6) peut s'écrire 

(3) Al—2Bm+C(c+n)+2Dn+2Eb + Fa—0 

La génératrice appartient donc au complexe linéaire de coefficients 
(9) A, —2B, C+2D, F, 2E, C. 


On retrouve la construction indiquée par Clebsch en 1870 aux 
Mathematische Annalen: en un point M, de la cubique, le plan po- 
laire de M, relativement au complexe perce de nouveau la cubique 
en M, ou M, et M, M,, M, M, sont les génératrices issues de M,; les 
plans bitangents M, M, M, enveloppent la développable polaire ré- 
ciproque de la cubique relativement au complexe (si le complexe 
était celui auquel appartient la cubique, ou aurait une surface dé- 
veloppable). Si le complexe n'est pas spécial, on a le cas C; si le 
complexe est spécial, on a le cas D caractérisé par la relation 


(10) AF—4BE+C(C+2D)—0 


Nous retrouvons aisément ici la notion des polygones de Poncelet 
signalés en introduction: ici il s’agit même de ce probème pour 
des coniques et non des courbes de degré supérieur. En effet, si le 
centre 0 de la perspective est choisi sur la cubique double, celle-ci 
a pour perspective une conique C; d'autre part la cône circonscrit 
À S du point O est de degré 4, mais contient les deux génératrices 
issues de O, de sorte que le reste est un cône de degré 2; les 
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perspectives des génératrices sont donc les tangentes à une coni- 
que C'; M, étant un point de la cubique gauche, les deux généra- 
trices M, M,, M, M, issues de M, percent la cubique en M, et M3, 
le plan M, M, M, étant le plan polaire de M, relativement au com- 
plexe (9). Pour qu’il existe un plan tritangent à Ś, il faudrait que 
M, M; fût une génératrice de S: dans ce cas, si M,, AL, M; forment 
un véritable triangle, le plan M, M, M, a trois foyers, en M,, I, Ma, 
de sorte que le complexe est nécessairement spécial, et réciproque- 
ment (cas D qut va être étudié à part). Si M,, M,, M: ne forment 
pas un véritable triangle, il suffit que M, coïncide avec M, la droite 
M, M; n'est autre que M, M, et alors la tangente en M, à la cu- 
bique appartient au complexe linéaire: on a ainsi quatre points re- 
marquables de la surface; tout cela est bien en accord avec la 
théorie des triangles de Poncelet pour deux coniques. Si on suppose 
que le centre O de perspective est le point à l'infini de la cubique 
et le plan de perspective celui des x y, la conique C est la parabole 
y — x? = Q, la perspective de la génératrice M, M, a pour équation 
X s — Y — p = 0, de sorte que l'équation (6) est l'équation tangen- 


tielle de © {en prenant s = — =, p=— 5). Sans remonter à la 
théorie des polygones de Poncelet, remarquons que l'on a, d'apres (C), 


2(Bt + D,t, + E) , p CH+2Eh+F 


(EL) a łzy = m UP: SIE D AMC 2° AË+2B4+C 
en posant 
(12) D, =C+D 


Si on écrit que ż, et tą satisfont aussi a la relation (6), on obtient, 
après réduction, 
(3 2DC+ AF —4BE)|dt; + 4Bti + 
+ (4C + 2 D)t; + 4 Bt, + F|=0. 
Si le complexe n'est pas spécial, on doit annuler le second facteur, 
qui exprime précisément que la tangente en £, appartient au com- 
plexe (point de contact aves C d'une tangente commune à C et C°). 
Ici on peut se poser le problème de Poncelet d'interprétation 
différente: nous partons de M, avec une génératrice M, M, jusqu'au 
point où elle rencontre la cubique en M,: de M, on continue avec 
la génératrice, (autre que M, M,), M, M,, puis de M,...: en géné- 
ral cette chaîne ne se ferme pas (sauf avec les chaînes dégénérées 


(13) 
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signalées par Halphen); si elle se ferme une fois (avec une chaîne 
non dégénérée) elle se ferme quel que soit M, et toujours avec le 
même nombre de chaînons. 

Le nombre 3 correspond au complexe spécial; pour n > 4, 
on retrouve une équation de degré 4 en £,, contenant un facteur 
fonction de 4, B, C, D, E, F comme dans (13); la condition de 
fermeture s'obtient en annulant ce facteur. Ainsi, pour n = 4, le 
point M, donne M, et M, racines de 

(Ati + 2Bi, + 0) 6 + 2(BĘ + Dit + Ejh + 

(14) + 0-2 Et, + F==0 
Il suffit d'exprimer qu'il existe un second point #5 donnant les mê- 
mes points t, et #3: on a ainsi à écrire (avec t Æ ts) 
(15) At; +2Bth +C_ Bti+ Dit + E __Ct+2EKL+F 

° At3+2Btg +0 B+Dt +E Ct+2Et&g+F 
Autrement dit les deux équations 
| (AD, — 2 B?)t,t, -|-(4E— BO) (ti +t) +2BE—CD,=0 
| 2(AF— BO)tit + (AF — C3 (t +t)+2(BF — EC) —0 
doivent se réduire à une seule, ce qui entraîne 
AD, —2B+ AE— BC 2BE—CD, 
SUAE BO AFO —2BF-EC) 
or les deux équations, ainsi obtenues, (17), ont le facteur commun 
(18) AFD, —2B:F— CD, —-24E+4BCE—0 


qui représente la condition d'existence des chaînes d'ordre 4. 

Clebsch a fait remarquer que, si l’on considère deux plans 
bitangents à la surface, la génératrice mobile établit une correspon- 
dance homographique entre les deux coniques sections de la surface 
par les plans bitangents: on peut donc prendre comme équations 
paramétriques de S 


r= att+28t(4y+Ma'8|2Btty) 

y =at + 28,1 +y +Mat + 2Bit + y) 

| z= ast? 2 Być + ya + À (aat? + 2 Bat + ya) 

| 6 = as t? + 2 Bst + ya + AÀ (at? + 2 Bt +y) 

où Ż et À sont les coordonnées curvilignes; £ == const. donne une 


génératrice; À = const. donne une conique. Le plan de la conique 
A =] s'obtient en résolvant les équations 


(16) 


(17) 


(19) 
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ula + la’) + v(a, + lay) + w(a; + las) + h (a, + las) = 0 
E + 0(B + LB) + w(B, LIB) + KB, +18)=0 
uly + y) + on + y) + w ly + lys) + hrs + lys) = 0 


ce qui donne la développable double 


(20) 


u = Hh+KE+LLILM 

v= HULK BE LI M, 
w= MOK +- l + M, 
ALES : A LE ES QUE Or AS M, 


(21) 


Si dans uc-+-vy--wz--h6 on remplace x, y, z, t par les va- 
leurs (19). et u, v, w, h par les valeurs (21) on obtient une expression 
qui, en écrivant x sous la forme at? + 2Bt--y--l(a't*-|-28't--y')+- 
+ X — l) (a t* ++ 28't--y') (et de meme y, 2, 6), se réduit mani- 
festement à 


A — DIL KB+ LIT Ma +2Bt+y)+...+ 
ET a 2e A 


Le premier facteur À — l = 0 donne la conique; le second est de 
degré 2 en # et donne les deux génératrices t= t, et t = f;; autre- 
ment dit dans le plan image (A, t) l'image de la section est une cu- 
bique dégénérée en la droite \A=/ et les deux droites t = t et 
=; A=, t= f, donne le point de contact M, sur la génératrice £, 
du plan /; A =l, t=#, donne le second point de contact M, de ce 
plan sur la génératrice #,; on remarquera que la droite M, M, est 
la caractéristique de ce plan bitangent; la génératrice £, rencontre 
la conique en UM, puis en È, point double de la surface: si pour P, 
on prend A = }, on trouve comme { la valeur relative a la seconde 
génératrice issue de ?,. Si on se donne t, l'équation 


(23) (HB KIE LI M)(a'8--28't--y')+-... =0 
qui est du second degré en l [car d’après (20) on a 
Ha + H, ai + Ha + H, aj = 0) 


donne les deux plans bitangents contenant la génératrice t. 

Dans le cas du complexe non spécial, on voit qu'il ne peut 
y avoir de plan tritangent; les seuls cas de dégénérescence possible 
offerts par les formules (19) sont donc: d’abord le cas où les poly- 


(22) 
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nómes (21) admettent un diviseur commun du second degré en z 
et cela redonne le cas B, puis 


Pa at a; — 0 20) a! = d; = a = a; = Q0 


39) 8 = Bi = fa = b = 0 4°) 8 = bi = h= f = 0 
Les deux premiers Cas!) cerrespondent simplement à une surface 
de degré 3: on a établi une .correspondance homographique entre 
une droite et une conique; la droite est simple et exceptionnelle 
sur la surface; il y a une ligne double qui est une droite exception- 
nelle. Pour l’un ou l’autre des deux derniers cas, le troisième par 
exemple, la conique À = 0, est une droite avec représentation para- 
métrique impropre; nous retrouverons ce cas à l'instant comme cas (£). 


5. — Droite double, conique double: cas E. 


La seule différence avec le numéro précédent est que la courbe 
(P,, Pa) est de degré 3 mais décomposée en une droite et une co- 
nique; comme cet ensemble ne doit avoir, pour un point arbitraire 
de l'espace, qu'une corde double issue de ce point, il faut que la 
droite et la conique se rencontrent en un point; appelons À la 
droite, C la conique double, À leur point de rencontre; un plan bi- 
tangent peut donner deux génératrices se croisant sur À ou sur C; 
prenons le cas où les deux génératrices se croisent en un point P, 
de A et joignent P, à un point P, ou P; de C; le plan P, P, F 
coupe $S suivant une conique C’ passant en P, et P, et rencontrant 
P, P, en M,, P, P, en M;; la droite M, M; est la caractéristique 
du plan bitangent P, P, Pi; on peut dire que S est le lieu d'une 
droite rencontrant A, C, C’. Si nous prenons un point 7 arbitraire 
sur À, nous devons couper le cône (m, C’) par le cône (x, C) en 
supprimant les génératrices m P,, m Pi; le cône (x, C) a le long 
de À comme plan tangent fire le plan contenant A et la tangente 
en À à C; si on le coupe par le plan de Ć on a une conique y 
engendrant un faisceau ponctuel (P,, Pi sont fixes sur y, P, et la 
tangente en P); done cette conique y coupe C’ en deux points m, u’ 
se correspondant involutivement sur C’, donc la corde u y” passe 
par un point fixe o du plan de C’; ø est situé sur M, Mi, comme 


1) Pour que la proposition du texte soit exacte, il faut avoir au préalable 
avoir effectué sur À une substitution homographique telle que la conique ré- 
duite à une droite soit obtenue pour A=0 ou À = ®. 
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on le voit en faisant venir m en P}; si m vient en A, le cône 
(x, C) dégénère en le plan de C, que lon élimine, et le plan con- 
tenant À et la tangente en A à C que l'on garde; cela donne le 
point o. On déduit aisément de ce qui précède, (x et la droite u u 
se correspondant homographiquement sur une droite À ou autour 
du point o dans un plan) que le plan m u p’ enveloppe un cône 
du second degré, qui est une fraction de la développable double 
bitangente à S, décomposée ici en ce cône double et la droite A 
double: car les deux génératrices issues d’un point de C sont dans 
un même plan avec À. Ce cas est bien à lui-même son corrélatif: 
la ligne double À et la conique double C se rencontrent en un 
point A; de même la droite double A et le cône bitangent double o 
ont un plan tangent commun (déterminé plus haut, contenant À et 
la tangente en À à C). 

On retrouve aisément ces résultats par le calcul en se ser- 
vant des notations du numéro précédent, car dans le systeme (20), 
puisque 

B = Bi = Pa = = 0 

on voit que la seconde équation se décompose et donne soit /-=0, 
soit uB'+ v Bi + w B: + h s = 0; le facteur ? = 0 donne un plan 
pivotant autour de la droite (a, a, as, as), (Y. Yı, Ya; Ys) qui est la 
droite double A; l’autre facteur conduit au cône du second degré, 
dont le sommet est (B”, Bi, Bz, B:). 

On peut dire d'une façon simple comment procéder pour établir 
la correspondance entre la droite À et la conique C’: la droite u y” 
correspond involutivement à m; si O est le paramètre de x sur À, 
on a entre le @ de m et le paramètre t de u ou y’ sur C’ une re- 
lation de la forme 


(at? + 2bt + c)8 + a, t? +- 2b,t ++ e, = 


ce qui entraîne bien que la droite yu u’ pivote autour d'un point 
fixe o de son plan; ensuite on a exprimé les coordonnées de m en 
remplaçant 

att+2bt+e 
| at8+2bt+c 


ce qui donne bien la correspondance homographique entre une droite 
(en représentation impropre) et une conique. 


0 par 
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6. — Cas D: complexe spécial. 


Si l’on coupe une cubique gauche / arbitraire par des plans 
pivotant autour d'une droite À quelconque (ne coupant pas /), on 
-obtient à chaque fois trois points P,, Pa, P, qui, joints deux à deux, 
donnent les droites P, P}, P, P, et P, P, dont le lieu est manifes- 
tement une surface S de degré 4. sur laquelle A est droite excep- 
tionnelle simple et dont / est ligne double; il n’y a pas de plans 
bitangents, un plan tangent est monotangent ou tritangent; au point 
de vue tangentiel, A est une développable triplement circonscrite 
à S. La surface ne possède aucune conique. ; 

On peut donner un exemple numćrique simple: sur la cubique 


af) PL y= 1° z == 
les points de paramètre ty, to J, toj? sont dans le plan z= t qui, 


fọ variant, pivote autour de la droite de l'infini. Puisque tj et taj? 
sont racines de £? + tto + t= 0, la droite 


(2) toz -t y ta =0 e=t 
est manifestement celle qui joint les deux points de la cubique 
tj et t,j*; le lieu de cette droite est facile à obtenir: on écrit 


(3) (y + tor + to (y + tjr + £033) (y + to fx + tij) = 0 


en développant et remplaçant #3 par z on a la surface S 


(4) y za! Le — 3 xyz = 0 
ou 
(4) (e — zy)? + (2° — y) (zz — y?) = 0 


qui est bien de la forme annoncée. Les équations (2) donnent les 
expressions paramétriques en x et to 


(5) MESE y = — zh — tå AN hi 
d'où les coordonnées tangentielles 
(6). u =R o=3% wu=2x+2t h = ty — tyz. 


L'ćlimination de ł, et x donne 


(7) h 08 + u3 w = u?v? 
La surface polaire réciproque S’ 
(8) x223 — 2x3 — y = 0 


_ admet la droite exceptionnelle triple x = y = 0, c’est le cas F. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. 11 


162 


7. — Cas F et G. Droite triple. 


Quand chaque génératrice de © passe par un point triple, le 
lieu du point triple ne peut être qu'une droite D; en la prenant ` 
pour z = 0, y=0, l’équation de © devient 


(1) a P|+3xyQ+3xyR+ yS—0 


où P, Q, R, S sont des formes linéaires en x, y, 2, t; en coupant par 
y = mx, on a bien une droite variable sur $; si les 4 plans P = 0, 
Q=0, E=0, S=0 n'ont pas de droite commune, on a le cas F, 
réciproque de D. Si les quatre plans ont une droite commune, 
l'équation de S peut recevoir la forme 


ase H ut) + 8e yet +82 y (Ne + pt) + 
Hy Az Hu” =O. 


On a le cas G qui est à lui-même son réciproque par dualité. 


(2) 


8. — Ligne de raccord. 


Si une surface S réglée de degré quatre admet une ligne de 
raccord du second degré, chaque section plane admet deux points 
de contact avec elle même, soit l’équivalent de quatre points doubles, 
donc se décompose, et la surface S est la réunion de deux quadri- 
ques se raccordant le long d’une conique commune. 

La ligne de raccord est donc une droite A, que nous pren- 
drons comme axe des 2. Eu chaque point de A passent deux géné- 
ratrices qui sont dans un même plan avec À et l'on a épuisé ainsi 
la sectiou de S par ce plan; le plan correspond done homographi- 
quement au point vù les deux génératrices rencontrent A; on peut 
donc par une transformation homographique préalable, écrire, pour 
définir les génératrices, 

Re E 
| Wa y 
| mi+24(2,)m + B (29) = 0 


où A et B sont des fractions rationnelles en z; l'équation de la 
surface est 


(2) (yz — x) +-2y°(y2 — 2) A(2)+y3(£)=0 


m 


(1) 
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Donc, pour avoir le degré 4, il est nécessaire et suffisant que 
A (2) sz aż?” - 2bz +c 
B (2) 2 ,2* 149,23 + 60,2? 1 4d,2 +e. 
Comme on peut garder 2, et y comme paramètres curvilignes avec 
(4 m = — (aż.  2b2, + c) + 

(aeg + 262, +c)? — (a, 26 + 45,234 60, 23 + 4d, zy + Ci) 
on voit qu’en général la surface est de genre 1; la quantité sous 
le radical ne peut être carré parfait, sans que la surface ne se dé- 
compose en deux quadriques se raccordant suivant laxe 02; donc, 
en général, on a le cas H, qui est son propre réciproque; si le ra- 
dical a une racine double, on a une génératrice double et la sur- 


face est de genre zéro, c’est le cas K qui est à lui-même son 
réciproque. 


(3) 


Dans le cas H, on a quatre génératrices stationnaires fournies 
par les valeurs de 2, racines du radical; pour le cas K, la géné- 
ratrice double fait disparaître deux génératrices stationnaires, sans 
être stationnaire sur les deux nappes qui se croisent suivant elle; 
il y a une dégénéresence du cas K, c’est celui où l’une des deux 
génératrices stationnaires vient se confondre avec le génératrice 
double, le radical ayant une racine triple: dans ce cas, en chaque 
point de la génératrice double, les deux plans tangents sont confon- 
dus (corgespondant toujours homographiquement au point de contact), 
et chaque section plane admet un point de rebroussement sur la 
génératrice double. On vérifie aisément ces résultats avec les sur- 
faces suivantes: 


(5) (yz— a) +2 (yz— xjr? + ax + 4b,xsy + 4xy3— 0 
(6) (yz— x} + 2(yz — x)x? + axt + 4b, ay — 9 x242 — 0 
(7) (yz — x) + 2 (yz — x)r? + axt + Abjasy =0. 

La surface (5) est du type H, Oy est génératrice simple sta- 
tionnaire, le plan tangent étant z = 0; chaque section plane est de 
genre 1 et classe 8. 

La surface (6) est du type K non dégénéré, Oy est génératrice 
double, les plans tangents au point (o, h, o) étant hz — z = + 3hx: 
chaque section plane admet sur Oz un point de raccord avec elle- 
même, sur Oy un point double à tangentes distinctes: elle est done 
de genre zéro et classe 6. 


11% 
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La surface (7) est du type K dégénéré; en chaque point de 
la génératrice Oy, soit (o, h, o) il y a un seul plan tangent hz — x = 0 
et chaque section plane y présente un rebroussement, de sorte que 
chaque section plane est de genre 0, de classe 5. 

On a ainsi épuisé le degré 4. 


9. — Classification des surfaces d'ordre 5. 


Dans chaque plan simplement tangent, la courbe C de degré 4 
coupe la génératrice G, en dehors du point de contact, en trois 
points seulement, distincts ou confondus. 

Si les trois points en jeu sont distincts, il existe une série 
continue de plans bitangents; deux d’entre eux coupent la surface 
suivant une cubique: les deux cubiques sont de même genre (zéro, 
ou un) et les génératrices établissent entre elles une correspondance 
biunivoque; nous verrons que la courbe double de la surface est 
soit une quintique de genre 1, soit une sextique de genre 1 ayant 
un point triple, soit une quintique unicursale ayant un point de re- 
broussement ou un point double complétée par une génératrice pro- 
prement dite elle-mème de rebroussement ou double. 

Si avec les trois points en jeu, communs à C et G, il existe 
une série continue de plans tritangents, chacun d’eux pivote autour 
d’une droite exceptionnelle double et le reste de la ligne double 
se compose d’une biquadratique gauche ayant un point commun 
avec la droite double. 

S'il existe des plans quatre fois tangents, ils pivotent autour 
d’une droite exceptionnelle simple et la ligne double est une sexti- 
que gauche de genre 1. 

Supposons maintenant que les trois points À, Pa, Pi communs 
à G et C en dehors du point de contact soient, les deux premiers: 
P, et P,, confondus, puis le troisième P, distinct d’eux; soit d’abord 
le cas où (P,, Ps) forme un point double de C; la surface a une 
ligne triple qui est une droite exceptionnelle, complétée par une 
conique double ayant un point commun avec la droite triple; ce 
cas est corrélatif par dualité des surfaces à droite exceptionnelle 
double complétée par biquadratique double. 

On peut avoir le cas de P, et P, confondus, correspondant 
à un point simple de C; ceci correspond à une ligne de raccorde- 
ment de la surface S avec elle-mème, ligne qui est une droite ou 
une conique. 
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Enfin P,, P,, P; peuvent être confondus; cela peut arriver si 
la surface a une droite exceptionnelle quadruple (cas corrélatif de 
celui étudié plus haut où il y a une série de plans quatre fois tan- 
gents pivotant autour d'une droite). 

Examinons ces divers cas. 


10. — Surfaces de degré 5, de genre 1, ayant des points doubles 
et des plans tangents doubles. 


Nous avons pris la génératrice G et le plan tangent à S en 
un point M de G et obtenu sur G trois points singuliers distincts 
P,, Ps, Ps, doubles sur S; par P, passe une nouvelle génératrice G’ 
et sur G’ marquons les deux points singuliers Ps, P}, lui apparte- 
nant; nous supposons que le plan G, G’ soit exactement bitangent 
a S; il coupe done S suivant une cubique o qui peut être de genre 
un ou zéro. Supposons d'abord le genre un; un autre plan bitangent 
donne une nouvelle cubique o” plane de genre 1, et la génératrice 
variable de © établit une correspondance birationnelle de courbe 
à courbe entre o et o”. On remarquera que o passe en P,, Ps, Ps, Pi 
et que, le nouveau plan bitangent étant supposé ne contenir ni 
P, P, P, ni P, P, P}, les pieds sur le plan P, P} P} 74 P} des deux 
génératrices de ce plan bitangent, g,, gy, sont sur o, à la rencontre 
de o avec la droite commune 6 aux deux plans bitangents; cette 
droite © perce o en un troisième point A qui est commun à o et o’; 
ò perce P, P, P, en un point B qui appartient à o’; de même, 
ò perce P, P, F en B' qui est sur o’. Les deux cubiques o, o” ont 
le même invariant; on pourra donc écrire les équations paramétri- 
ques de la surface sous la forme 


x= Apo + w + Bp'w + w +C + A [apw + w, + Bp'wo+ + 7] 
(1) Ae AP + wo "IE B,p'o-+ wt Cit Max pw + w; + Bip'w+ wi +71] 
kle TE + A [ape t wy +... } 

t = 430 + wy + ... + A[agpo + oj + ... "LOI 


d’après les résultats classiques sur les cubiques de genre un en 
correspondance biunivoque. 

Les lettres 4,. B,, Ci, a,, Bi, y: sont des constantes numériques, 
wy et w, aussi; w et À sont les paramètres curvilignes; on doit écrire 
que le point A (w = 0) se correspond à lui-même, d’où 
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Apwy + Bpo + C_ Apo + B; p wy + ŚN 
apw Bp o, +7 a pw, + Bip w, + 7 
_ Apo Pe: _ Asp oo +... 
GP +... apot.» 


Ces formules (1) mettent bien en évidence les génératrices: 
w = const, mais elles ne mettent en évidence que deux cubiques 
(WDM ECS). 

On remarquera que le nombre de parametres dont dépend la 
surface est 20; en effet la première cubique plane o fait intervenir 
son plan (3 paramètres) et ses coefficients dans son plan (9). La 
seconde fait intervenir deux paramètres de moins que o, car elle 
a le même invariant et rencontre g; la correspondance biunivoque 
entre g et a” se trouve alors connue (on a le choix entre deux 
correspondances) par ce fait que le point de rencontre est à lui-même 
son homologue. Le nombre total ainsi obtenu 22 fixe S et le choix 
de deux plans bitangents; il reste donc, pour S, 20 paramètres stricts. 
C'est bien le nombre qui résulte des travaux d'Halphen sur la dé- 
termination des courbes gauches d’ordre cinq et genre un. Ce nombre 
concorde bien aussi avec les formules (1) et (2); il y entre en 
effet 12 paramètres homogènes A,, B,, C,, soit onze paramètres; de 
même 12 parametres homogènes a;, Bi, Yi done onze, car le facteur 
d’homogénéité peut être différent pour les deux séries grâce à À qui 
peut être changé en mA; il faut ajouter wy, w, et pour la fonction p, 
son invariant; on a donc, en remarquant qu'il faut ensuite déduire 
le nombre 3 pour les relations (2), retrouvé le nombre 22, réduit 
encore à 20 parce que l’on a encore choisi, outre ©, les cubiques 
À —\Uliet,1—00. 

Si on écrit que les deux génératrices w et () se rencontrent, 
on a l'équation 


3) | Ap(otw)+Bp(0t+0)t+l Aplotw)t.. Aplot0)t. Asp(w--wv)-|- 
ap(w--v,) + Bp loto) +y 
AplQ+w) + Bp(0-F0)HC 
| ap(Q+@) + Bp(0+w)+y 
Il faut rejeter pour l’inconnue Q, la solution double () = w, et la 


solution simple Q = 0. Si done on appelle (2, Q”, Q” les racines 
autres que w et zéro de l'équation (3), on a d’après la théorie connue 


(2) 


u= 
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des fonctions elliptiques, remarquant que le déterminant a un pôle 
triple Q = — w et un pôle triple Q = — w,, la relation 


(4) 0-00" = — 20 — 3 w, — 30, 


Chaque section plane de la surface est de degré 5 et genre 1 (quand 
le plan est arbitraire); elle n’a que cinq points doubles; il y a donc 
une ligne double, quintique de genre 1. La donnée de cette quintique / 
suffit pour construire S; le cône qui a son sommet en un point 
de [ et pour directrice / est de degré 4, de genre 1; il admet 
deux génératrices doubles, sécantes triples de /; la surface S est 
engendrée par ces sécantes triples. Dans les oeuvres complètes d'Halp- 
hen, t 3, p 414, la quintique en jeu / est indiquée comme inter- 
section partielle de deux surfaces cubiques issues d'une même 
quartique gauche unicursale; elle dépend de 20 parametres arbitrai- 
res et cela confirme notre résultat précédent. 

Il est facile de trouver les plans bitangents: en effet, la section 
de S par le plan (u, v, w, h) a pour image 


(u A + À; +10 4, +h As) p © FH o + 

+ (u B+0B, HwB,+-h B) p'o 0, +uC+vC,+wC0,+46; 
+ Al(ua + va, + wa, +has)po + w + 

+ (uB+0B,+wB2+AhBs)p' 0-04 + uytHoyi Hwy thy] =0 


Or Péquation 


(uA-v4, Hw4, hA) po F w + (uB+...)p'wt+w + 
+uC+....—=0 


donne les points communs à la cubique o et au plan; de même 
l'équation 


(ua + va + wa, +has)po+ w, + (“B +...) p w + o, + 
+ uyt... =0 


donne les points communs à o” et au plan; si le plan est mono-tan- 
gent, les deux équations (6) et (7) en w ont une racine commune 
(unique) et une seule; si le plan est bi-tangent, les deux équations 
ont deux racines communes. Les réciproques sont vaies. On a ainsi 
le moyen d'obtenir l'équation tangentielle de la surface. Or les ra- 
cines hi, da, pa de (6), celles Wi, Ye Ya satisfont respectivement 
aux relations 


(5) 


(6) 


(1) 


168 


(6°) Pi + Pa + Ds = — 3 w 
(T) Ma + Ye + Ys = —30 


On voit que si g, = W, et p = Ya, on aura 


(8) Ds — Va = 3 (w: — wo) 

de sorte que si 3 (w, — w) nest pas période de pu, la surface na 
pas de plan tritangent mais que si 3 (w, — wo) est période, tout plan 
contenant deux génératrices en contient automatiquement une troisièmes 
en écartant le cas où le plan passe par le point w = 0. 

Nous réservons ce cas de dégénérescence pour une étude 
ultérieure. 

Le cas général de la représentation (1) est à lui-même son 
correspondant par dualité; il n'y a que des points doubles, que des 
plans tangents doubles; le genre est l’unité. Les plans bitangents 
enveloppent une développable de classe 5. 


11. — Surfaces de degré 5, de genre zéro, ayant des points 
doubles et des plans tangents doubles Travaux d'Halphen. 


Nous recommengons les raisonnements du numéro précédent: 
les plans bitangents donnent cette fois chacun une cubique o uni- 
cursale, ayant donc un point double ou de rebroussement. Ce point 
double, à priori, peut être justifié, soit par Ja présence d’une gé- 
nératrice double suit par ce fait que la ligne double de la surface 
est de degré 6, le point double de o étant alors un point du plan 
(G, G') où se croisent deux génératrices non situées dans le plan 
(G, G'). Les divers cas énoncés ici sont possibles et il est facile 
d'en fournir des exemples précis. Pour le premier cas, la ligne 
double comprend, en dehors de la génératrice double, une quintique- 
et il ne peut y avoir une génératrice double ou de rebroussement 
que si la quintique admet elle meme un point double ou de rebrousse- 
ment; cette quintique est nécessairement unicursale. 

La quintique unicursale, ayant un point double ou de rebrousse- 
ment est facile à obtenir: d'après Halphen nous devons partir de 
deux coniques arbitraires C,, C, et construire deux surfaces cubiques 
2, 2’ contenant chacune C, et (,; le reste de l’intersection de 2 et 2’ 
est une quintique gauche unicursale Q; chaque surface 2 et 2° dé- 
pend, quand C, et C, sont connues, de 5 arbitraires; si 2 et 2” 
sont quelconques, de chaque point P de Q sont issues 3 sécantes 
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triples de Q, génératrices doubles du cône de sommet P et direc- 
trice Q; ces sécantes engendrent une surface réglée admettant Q 
pour ligne triple, n'ayant pas d'autre ligne multiple (en dehors de 
génératrices éventuelles), donc de degré 8. Il y a abaissement si Q admet 
un point double ou de rebroussement p: chaque corde Pp est à éli- 
miner du décompte précédent et on a une surface S de degré 5; 
le cône de sommet p, de degré 3, admet une génératrice double uni- 
que (ou de rebroussement) pp” p” et l’on voit que P décrivant chaque 
are de Q passant en p. on obtient sur S deux nappes régulières 
ayant chacune p p' p” pour génératrice; donc © admet Q pour ligne 
double et en plus la droite, p p' p” comme génératrice double (ou 
de rebroussement). Tout revient donc à disposer des 5 paramètres 
de 2’ pour qu’elle soit tangente en un point à 2 ce qui est possible; 
on aura même le rebroussement si les cordes communes aux deux 
indicatrices du point de contact ont leurs deux sécantes communes 
confondues. Nous verrons un autre cas: celui où les deux surfaces 
cubiques 2 et 2’ ont en commun 3 droites D, D’, D”; D’ rencontre 
D et D”; D et D” ne se rencontrent pas et D compte pour deux 
unités dans l'intersection de 2 et 2’; le reste de l'intersection est 
une quintique unicursale à point double: c’est un cas particulier de 
celui indiqué par Halphen où Y et 2’ sont issues d'une quartique 
unicursale; ici le système D, D', D” est sur une seule quadrique, 
du moment que l’on a donné la loi des plans tangents suivant D. 

Si, au contraire, la ligne double Q de la surface est de degré 6, 
et si nous voulons utiliser les résultats d'Halphen, comme pour le 
degré 5 (Oeuvres complètes, t 3, p 414) nous rencontrons cette fois 
une difficulté imprévue, que je vais faire comprendre. Le cas d’une 
courbe intersection d'une quadrique et d’une surface cubique s'éli- 
mine aussitôt. Si nous passons au cas suivant, nous prenons une 
cubique gauche / et en faisons partir deux surfaces cubiques 2, 2” 
(chacune dépend donc de 9 paramètres); le complément Q de l'inter- 
section est de degré 6, de genre 3, car Q a, d'un point de vue 
arbitraire, T point doubles apparents; de chaque point de Q, sommet 
d'un cône de degré 5 et genre 3, partent done trois sécantes triples 
de Q, engendrant une surface réglée qui serait exactement de degré 8 
si deux sécantes triples de Q ne pouvaient se rencontrer que sur Q: 
or, cette fois, le degré de Q surpassant 5, il n'y a plus impossibi- 
lité à ce que deux sécantes triples se coupent hors de @ (nous 
verrons même que cette circonstance est à peu près certaine, par 
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étude du cas des sextiques gauches de genre 1). — Or 2’ peut 
devenir tangente à 2 en 1 ou 2 points données à l’avance; et alors Q 
a l ou 2 points doubles; bornons-nous à un point de contact (2° dé- 
pendra encore de 6 paramètres); la courbe Q peut avoir conservé 
son genre 3 ou devenir de genre 2; dans le premier cas, la surface 
réglée lieu des sécantes triples de Q n'aurait pas, dans son ensemble, 
changé de degré, mais se décomposerait en un cône de degré 4 
ayant son sommet au point de contact et une surface réglée qui 
serait de degré 4 si, avant le contact de 2 et 2”, on avait eu le 
degré 8: c’est impossible, Q étant de degré 6 et devant être ligne 
double de cette surface de degré 4; si le genre de Q est devenu 2, 
la contradiction disparait; c'est le degré de la surface réglée totale 
qui s’est élevé de 4 unités, par l'introduction du cône de degré 4. 
Je signale donc cette difficulté à résondre. 

Or nous allons étudier directement les surfaces de degré 5 
et obtenir, sans recours au travail d'Halphen, une courbe gauche 
double de genre 1, ayant un point triple et appartenant à deux 
surfaces cubiques 2 et 2’ dont le reste de l’intersection se compose 
de trois droites. C’est donc un cas particulier de celui donné par 
Halphen: les trois droites données, 2 et 2’ dépendent au moins 
de 7 paramètres; la courbe Q, du moins dans le cas géuéral est de 
genre 1, avec 9 points doubles apparents; d’un point de @ partent 
donc 5 sécantes triples de Q, donnant une surface réglée d'ordre 14 
au moins; si 2’ devient tangente à 2, ici le genre de Q se con- 
serve (comme le prouve même le cas d’un point triple) et la sur- 
face réglée se décompose, l’un des morceaux étant un cône o de 
degré 4; le degré minimum primitif 14 est inadmissible comme 
plus haut; admettons que le degré de la surface réglée, avant dé- 
composition soit 14 + p, c’est-à dire qu’à chaque sécante triple en 
correspondent p la rencontrant; la contradiction disparaît, car il 
reste, après décomposition une surface réglée S de degré 10 + p 
ayant Q pour ligne multiple de multiplicité 4 [o a deux génératrices 
doubles qui appartiennent aussi à S comme génératrices doubles; cha- 
que génératrice de S rencontre o en quatre points; il y a donc 
quatre sécantes triples de Q issues du point double qui rencontrent 
une sécante triple de Q non issue du point double et en même 
temps p sécantes triples ordinaires de $; chaque génératrice de a 
rencontre S en 6-} p points hors du sommet de o, il y a done 
6 + p sécantes triples de Q non issues du point double qui rencon- 
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trent une sécante triple issue du point double. Je signale ces faits 
pour montrer le genre de compléments à apporter aux recherches 


d'Halphen]. 


12. — Etude directe des surfaces de degré 5, de genre zero, 
ayant des points doubles et des plans tangents doubles. 


D'apres les raisonnements du paragraphe 10, on aura, en uti- 
lisant deux plans bitangents, x — 0, y — 0; une représentation para- 
métrique 
| x= At 4 BE + Ct4+D 
Ye A (a, 3 + Bit + yat + 01) 
z = 4A t? + Bt? + Ct + D, + Alat? + Bat? + yat + 04) 

0 = 4,t: + Bt? + Cst + D, + À (azt? + Bt? no ou ds) 
les deux cubiques z —0, y=0 ont un point commun que nous 
supposons obtenu pour £#=0; d’où 


A_0 __ 4 4 


(1) 


0 ay dą Ag 
on prendra donc 
(2) A=0 aj =*0 Ao = pas A; = pas 
où p ést une constante numérique: on pourra donc écrire: 
x = Bt: + Ct-+- D 


y = — p(Bit + pit +0) + A--) (BE? + at + 01) 
2 = (Ba —pB)t? + (C —p Ya) t + Da — pó + 
++ p) (at + Bit? + yat + da) 
6 = (B; — pBa)t* + (Cs — pys)t + Ds — pòs + 
+ A+ p) (ast? + Bst? + yst + 05) 
De la sorte on a établi une correspondance birationnelle entre l’une 
des cubiques primitives et une conique; une homographie de l’espace 
permet donc d'écrire plus simplement 
x = Bt? + Ct+ D 
“T A (a, t3 + Bit? + ył + 01) 
z = B, + Qt + D, + A (at? + Bat? + Yat + à) 
6 = Bst* + Ost + D; + A (ast? + Bst? + yst + 03) 


(4) 
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En écrivant que les génératrices ź et 7 se rencontrent, on obtient 


| Bt 4 Ct+- D 0 

0 art -|- Bit dt DÒ, 
Di Ceł i a dale eo 
Bt? Ct Dy ast Bit yst + à 


(9) Fu 
sl gr y 0 


0 a, TS + BiT? + yT ò 
BT? | CT + D, aa 13 + BaT? + y3T + de 
B; T? + G3T+ Ds az TS + BT? + ysT+ ôs 


équation de degré 5 en T, dont il faut supprimer la racine double 
T= t; čest une vérification de nos résultats, il y a trois généra- 
trices rencontrant la génératrice t 

Cherchons les plans bitangents, par la méthode indiquée plus 
haut. Les deux équations 


(uB+4-w0B,4-ABs)t? + (uC+wC.44C,)t +uD+wD,+hD, = 0 
(6) | (va; -was--ha,)t3 + (v8,-HwBs--hBs)t* + (Wys; wya t-hys)t + 
| + vd + wò + hôs = 0 


doivent avoir deux racines communes en t; or, si la première est 
identique, il y a trois racines communes: cela donne le plan de la 
conique et les trois génératrices qu'il contient: c'est un plan excep- 
tionnel tritangent; ce cas écarté, on doit écrire que la seconde 
équation (6) s'obtient en multipliant la premiere par ut--p, ce 
qui donne 


va, +wathas = (uB + w B,+ h By) u 
> vb, + wB,--hB; =(uC-HwC,--hC;)u + (uB--wB,-|-hB;)p 
© | oy + toy: hy = DHD hD) + uC +w) 
v0, + wóz + hôs = (uD+wD,4+-hD;)p 


Quand ces équations sont satisfaites, le plan (u, v, w, h) fournit d'abord 
les génératrices obtenues en égalant à zéro la première équation (6), 
puis la cubique obtenue en écrivant 1 + à (ut + p) — 0. Ce calcul 
nous donne en appelant P,, F,, Ps, Pa, les quatre formes linéaires 
en %,w,h qui sont dans les premiers membres, et Q,, Qn. Q, les 
formes en u, w, h qui sont aux seconds 


— 0 
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NES P, . 
a AR 
P, QQ: = P Q: Qs + Qi P, 
P; Qs Qı = P, Q3 + Qi Q Pi 

On voit que la développable (u, v, w, h) des -plans bitangents 
est, en général, de classe 6, car les deux dernières équations sont 
de degré 3 et on doit éliminer les droites 


(8) 


4, = $, = 0 
(9) n m0 
| Pe = Q = 0 


On remarquera que la première droite est dans un même plan 
avec la seconde (P, = Q, = Q, = 0), dans un même plan avec la 
troisième (P, = Q, = Q, = 0), mais les deux dernières ne sont 
pas dans un même plan. Au lieu de déterminer ainsi l'enveloppe 
des plans bitangents, on peut au contraire éliminer w, v, w, h entre 
les équations (7): on a ainsi: 


Bu ar Bu — a B, u — ag 
(10) Cut Bo. Bi Cau -+ Bip — Br  Csut Bsp — Bs = 0 
Dut Co va  Dn+G@p—y Dan + Csp— ys 
| Do 4 Dp — 0» Dip — 03 


C'est l'équation d'une cubique en (p, u); en général, elle est 
de genre un; accidentellement ello peut devenir de genre zéro ou s” 
abaisser au degré Ż; u, v; w; h sont exprimés rationnellement en 
(p, u) et inversement de sorte que la dóveloppable des plans bitan- 
gents est en gónćral de genre un; d'autre part nous savons qu'elle 
admet le plan tangent triple Q, = Q, = Q; = 0; accidentellement la 
développable pourra être unicursale ou encore s'abaisser à la classe 5. 

Les surfaces étudiées en ce moment sont de même espèce 
que leurs transformées par dualité, de sorte que nous devons avoir 
une ligne double, sertique gauche de genre un, à point triple; au 
point triple se croisent trois génératrices #, t’, t”; quand on étudie la 
portion de ligne multiple correspondant à deux génératrices sécantes 
voisines l’une de {’, l’autre de t” on obtient l’une des branches passant au 
point triple de la sextique; les trois combinaisons (t, t”), (t, t”) (#4, E”) 
fournissent les trois arcs; le cône circonscrit à S du point commun à ces 
génératrices (é, t’, t”) est du second degré et l’on peut dire que la 
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surface est le lieu de la droite commune à deux plans dont l’un 
enveloppe un cône de degré 2, l’autre une développable de classe 3, 
les paramètres de ces plans se correspondant homographiquement. 
Du reste nous retrouvons ceci en développant le déterminant (5), 
supprimant le facteur (1 — ż)? et prenant pour variables T-+t=s, 
Tt== p; le résultat obtenu, d'apres la théorie des fonctions symétri- 
ques est une équation f(s, p,= 0, du degré 3 par rapport a len- 
semble des deux variables s, p et le point d’intersection des deux 
génératrices 7, t a ses coordonnées exprimées rationnellement en 
s, p; on a la sextique annoncée, onremarquera qu’à un point (s, p) 
de la cubique f == 0, supposé de genre 1, correspond un point de 
la ligue double, et un unique plan bitangent, de sorte que la ligne 
double et la développable bitangente se correspondent comme de 
juste, birationnellement par dualité; de plus ce plan bitangent re- 
coupe la ligne double en un point unique, non situé sur les géné- 
ratrices £ ou T, de sorte que la sextique double admet ainsi une 
transformation birationnelle en elle-méme. La sextique double est 
obtenue par l'intersection de deux surfaces 2, 2’, cubiques ayant 
en commun trois droites dont l’une rencontre les deux autres; 
2 et 2” doivent encore avoir une position relative propre à donner 
un point triple dans le reste de l'intersection, ce point triple est 
au croisement de deux de ces trois droites. 

Si la cubique (10) en (p, u), ou si la cubique f(s, p) est uni- 
cursale, il en est de même de l’autre courbe, car les deux courbes 
se correspondent toujours birationnellement, mais alors la dévelop- 
pable bitangente se décompose en une développable unicursale de 
degré 5 et une droite (double sur S, tangentiellement et ponctuelle- 
ment) qui est une génératrice commune à deux nappes; la ligne 
double se décompose en une quintique unicursale et la droite dejà 
indiquée; la quintique a un point double où passe la génératrice 
double. En effet le cône ayant son sommet au point double et pour 
directrice la ligne double est de degré 3 et admet une génératrice 
double sur lui et double sur la surface réglée. 

Je donne des exemples numériques simples des deux cas. Pour 
celui de la sextique 


EE 
„= A(t* 1) 
a=t +t 


(11) 
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L'équation de la surface peut s'obtenir en éliminant À d’abord, d’où 


deux équations en ć 
3 
= z — x =t — t? tty 


que l'on ramène aisément au degré 2 en t: 
[BI1+y?—2+t[@—2(1+y)—1]+2=0 
|2— 1) a 
L'équation de la surface 
{IC + lv} eh = 
(13)  —{[:-(1+w]1+#)+1+(—-2(1+y}X 
X tell Hy) Ha — 2 — (e—a +y)=0 


est de degré 5, les termes de degré 5 étant 


(12) 


(ey? — x (z — 2)?] y? 
La courbe double a pour équations 


(m) WW e a qu e 
6 04 y 2—0 


On a deux surfaces cubiques 

[(6 +y)" — 26 [e — 2] — 28:=0 

(0H y)(e— z)? + 8*(2 — x) — 20(0 + y) =0 
ayant en commun la partie parasite 


(16) z = x = Ô; z — x = 0, 0 = 0; 0 = y= 0 


(15) 


composée de trois droites, dont la seconde rencontre les deux autres. 
On a aisément au moyen d’un paramètre les coordonnées d’un point 
double x, y, z; en effet t et ł, étant les valeurs de £ donnant les 
deux génératrices correspondantes, on a, en posant t Li = 8, 


t t =p, d’après (12), en tenant compte d’abord de la seconde 


(17) z — t= p y = s —1 
puis, d’après la premiere 

[PONE 1 2 s? 
je —2z_pstri 2 _ 
(8) 1 s p 1+p 


On a donc les formules définitives 
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ps? z—x=p =s—-l 


| Z = ——>— 


TRAD ou ps +(1+s)p + 1—s = 0 
qui montrent que la courbe gauche est de genre 1, degré 6, corres- 
pondant birationnellement à la cubique plane (s, p); on a en effet 


D LE TEEN GETT 


(19) 


—(14s)+(1--s+ 2544...) 
25 
qui donnent pour l’une p= — 1--s*--..., pour l'autre p = 


Pour s = 0, p a deux déterminations, 


1 
—- —55+...; s—co est la seule valeur de s, autre que zéro, 
z 


TER 1 
rendant p infini; on a en posant s= z, pour s' petit, 


PT E. A S 

ER eg R aT sa 2 Sa 
De la sorte, si on substitue les valeurs, (19) de x, y, z dans le pre- 
mier membre de l’équation du plan 


(21) A(e—z)+ By + Ce+ DB=0 


on trouve 


(22) Ap(1+p)t-B(s_-1)(1+-p)t-Cps°+ D(14-p) 

Cette expression (22) a, pour s=0, un pôle double et pour s infini 
deux pôles triples; elle a donc exactement huit zéros; mais il faut 
supprimer le zéro double parasite s=0, p=— 1 + s8+... de 
sorte que nous avons bien vérifié que le degré est 6, le genre 1; 
pour C nul, nous avons l’équations 


Ap+B(s-1)+D=0 
dont le premier membre n’a plus que trois pôles et trois zéros, de 
sorte que le point a linfini (z = x, y = 0, 0 = 0) est bien un point 
triple de la courbe; en effet nous constatous que la section de la 
surface par le plan y==0 donne, soit À = 0, soit t= + 1. Pour 
A = 0, on a sur la surface la parabole (P) x =2*; pour t= + 1, 
la génératrice x = qui perce P au point (0, 0, 0) de la courbe 
double (p = 0, s= 1) et au point simple (1,0, 1) où le plan est 
tangent; pour {= — 1, on a la génératrice y = 0, z=x—2, qui 
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perce P au nouveau point simple de contact du plan, (1,0, — 1) et 
au point double (4, 0, 2) obtenu pour s = 1, p = — 2; l’intersection 
du plan y =0 avec la surface se complete par la droite à linfini 


de ce plan, comme on le voit en écrivant, {= 


z NŁ=W, dou 
sur la surface les coordonnées homogènes 
| LN 13, N t(1- 3), t-A’; Ak 


Pour t'=0 on trouve la droite annoncée (1, 0, X, 0). Le point 
triple est done obtenu pour 


1 1 
s=0, p=— 1 +...; s=00, p= — zei 8— 00, E L 


Pour la première branche, la tangente est à distance finie; pour 
les deux autres elles sont dans le plan de l'infini. On remarque que 
les coordonnées plückériennes de la génératrice sont 

(23) t 1-1 6, — t(ft2— 1), 245, t(t— 1) 

de sorte que lon a 

(24) a—c—l=0 

équation d'un complexe linéaire non spécial, par rapport auquel la 
surface est évidemment sa propre réciproque; le plan des deux gé- 
nératrices concourantes est le plan polaire du point double (s, p); 
le plan polaire de (x, yo, 2, 1) est le plan [1, zę, — (Yo + 1), 2 — ol 
(25) X — Z + zo — £o — (Yo Z — 2 Y) = 0 

on trouve donc le plan bitangent 


(25) (+p)X+psY—s(1+pZ+p(+p)=0 


La section de la surface par ce plan est donnée par la relation 


Erde | Las gi +pt-+p(+p)]+Al1+pii+ 
+ps(6— 1) —s(1 + p)#] = 0 

qui se décompose en deux facteurs 

(27) t —st+p=0 

(28) (1+p) — AIG + p)st+ si] = 0 


Le premier donne bien les génératrices £, et tł; le second donne 
une cubique plane; remplaçant dans (11, A par la valeur tirée de 
(28) on obtient les expressions unicursales en £ de cette cubique; 
Rocznik Pol. Tow. Matem. 12 
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le point double s'obtient sans difficulté: si on pose, pour ce point, 
t+ t =s et t't = p,, on a aisément 


s? -—s — (1 +p) 1+p 


O PO Gps Tps 


Ces formules réalisent la correspondance annoncée sur la sextique 
double (dans le cas particulier choisi, cette correspondance est in- 


volutive). : 
Soit maintenant l'exemple de la quintique gauche unicursale: 
il est fourni par la surface 


(30) po =": y =t + A(t + 1) a=1+Af? 0 = Ài? 


En remplaçant AŻ par A on voit qu'il faut éliminer £ entre les 


équations 
z y) z y) y 
ER 0 x 
1° — È — — =( 
2 2 


On obtient l'équation 


(32) (82 + 2*)22 — 2x0y(02+ 23) == 02(x — 9) 2? +- 
+ 20x(20x-1-0y — cy — 0?) — 6*y(0—8) — (6—y)a*y 
qui montre que $ = x = 0 est génératrice de rebroussement, le 
plan tangent tout du long étant le plan 8 = 0: la section de la sur- 
face par ce plan est la conique (t?, t, 1, 0) obtenue pour À = Q et 
la droite x = 8 = U obtenue pour {5 =Q. 

La ligne double est déterminée par les équations 


0y—xz  O02—xy Be 
pr mi TE 217 


(33) 


On peut la considérer comme intersection des surfaces cubiques 


{ Oxy — x?z — 02° = 0 
(34) | » 
|0rz— ay 03210 
qui ont en plus en commun les droites parasites z = 0, z = 0 com- 
tant pour une unité, y = 0, z= 0 aussi, puis x =(), 6$=0 comptant 
pour deux; la première rencontre les deux dernieres; en éliminant y 
qui figure au premier degré dans les équations (34) on a aussitôt 

pour la quintique unicursale les expressions paramétriques 
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| —(—1— r’) (x— 4l) x — l — zr? 
(20) DE AE go i aa n 


(en faisant 0 = 1). On peut écrire les équations paramétriques de 
la courbe 

| À = xt 0 Y = (x 0? — 03 — x) (x — 0) 0 

| Z= (x 02— 0: — gs) a? T — 2392 

Pour x = Q on a le point (0, 65, O, 0) à Vinfini sur Oy; pour 0=0, 
le point (0, 0, — 25, 0) à l'infini sur Oz; on voit aussitôt que le 
point à l'infini sur Oy est de rebroussement, la tangente de re- 
broussement étant x —0, 0 = 0, génératrice double de rebrousse- 
ment de la surface. Dans cet exemple les coordonnées plückériennes 
de la génératrice sont 


(37) 6, 6, ©, t4 1—t8 tt, — (641) 

de sorte que les génératrices appartiennent au complexe linéaire 
non spécial 

(38) b—m=0 

On en déduit aussitôt que la surface se transforme en elle-même 
par dualité relativement à ce complexe; les plans bitangents sobtien- 


nent comme plan polaire du point défini par (35); on trouve ainsi 
comme homologue d'un point (x, y, z, 1) le plan (z, — 1, — x, y). 


(36) 


13. — Surfaces de degré 5, de genre 1, ayant des points doubles 
et des plans tangents triples. 


Nous revenons aux surfaces du paragraphe 10, en supposant 


8 (wy — w) période de pu. On a le droit de supposer w, = wy; Car, 
| 240% 
si cela n’a pas lieu, on a w, = wy + 3 ù K est une certaine pé- 


riode de pu; nous remarquerons que 


(1) ap lwt w) + Bp'(w +) +7 


a trois zéros dont la somme — 3w, est congrue à 3w,; on peut 
donc trouver une expression 


(2) a p(w + w) + Bp' (w+ w) 1-7 
ayant les mêmes zéros que (1): le quotient 
ap(o +) + Bp'(0+w)ty 


©) PICS PATES EE 
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est une fonction elliptique ayant le zéro triple w = — w, et le pôle 

triple w = — w,; appelons la: (w); si on forme l'expression 

(4) [a p(w + w) -- B; p (w +) + yı] [ap(w—+w,) + Bp' won) + y] 
aplot on + Pp (w tont y 

on constate qu’elle n’a que le pôle triple w = — w, et que les zé- 


ros de a, p(w +w) + B,p':œ@—+w:) +1: on peut donc la repré- 


senter par 
(5) a, plo +o) + bp (@ +o) HY 
Autrement dit on détermine ainsi des coefficients nouveaux tels que 
ap(w+w) HEP lo + 0) + + _ 
ap(w+- wi + Bp lwt 09) Y 
(6) — Pw + o) t+ pp loto + 
a, p(w + wo) + Bi p (0 + wo! + y 

Ae a TENTE 
a plo +o) +... as plo +0) +... 

On peut donc remilacer les formules paramétriques (1) du 
paragraphe 10, dans notre cas particulier. par 

x= Ap(w+ w) + Bp'(o+ wos) FC + Map(w+ wo) + Bp'( + wo) + 7] 


P (w) = 


où À remplace A$(w) et peut être pris comme paramètre. Cela 
revient à garder les formules (1) du numéro 10, en supposant 
w, = w. Au fond, la propriété analytique employée revient à cette 
propriété géométrique: si trois points A, B. C, d'une cubique sont 
en ligne droite, joignons les à un point dinflexion I; les droites 
IA, IB, IC percent la cubique en 4. B', Ć qui sont en ligne 
droite. Nous avous donc les formules 

BLAT Apiw + w) + Bp'(w + w) + CtAlaplw + 00) tpp (w +) + y] 

y=.... 2 ATA =... 


N'oublions pas que lon a 
A p(w) + Bp'(w°4+C __ 4, pw) + B, p'O) ap 
(9) a p(w) + Ep wo + y a, P(w + B,p' (w) + n 
Harp Mg) "BP PRO: 
A PW} +... a; p (Wy! + -. 
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Cette fois, toutes les courbes À = const. sont des cubiques ayant en 
commun le point w = 0. On peut simplifier les formules (8): appe- 
lons o la constante, valeur commune des rapports (9), et ajoutons 
a x les deux quantités qui se détruisent 


— pap(w +w.) - pBp (w wę) — py 
et 
pap(w +o) + pBP (w wo) + py 
Remplaçons C— py par (pa — 4) p(w,) + (o BE — B)p'(w,) et on a, 
sans avoir dé:ormais à tenir compte d’équations telles que (9), puis- 
que l’on vient de les utiliser, 
© = (A — pa) [p(w-- wo) — p(wo)] + (B— p B) [p (0 + wo) — p'(wo)] 
+ A + p) [a p(» 4 w) + B p'(0+ wo) y] 

et quantités analogues pour y, z, t; un changement de notations évi- 
dent conduit aux formules plus simples 
£ = A[p(0+0,)— plo) + Bip ow) — plo] 

+Alatp(eo-Hwo) — po!) + Eip oto — pi piw) y] 
y=4,|plv--wo) — piw] + B [pwt — pw] HA(a, ...] 
z = A [plo+ w.) — p (v) +B: [p (vto) —p'(w,)] + Ala.. 
t = A; [plot w.) — p(w] + B: [p w Hw) —p'(wo)]+Alas . 
La cubique A= 0 se réduit à une droite A en représentation impro- 
pre; la droite À joint les points A (4, À,, 4,, 43) et B (B, B,, Bz, B3). 
On pourrait croire que w = 0 conduit au seul point C (y, Yis Ys, Ys); 


mais chaque valeur de w donne une génératrice; or, en réalité, on 
ne change pas la surface si on écrit, saus changer les coefficients 


A (e rai Pie) + bl PG ri 0) mp (W) | 


w 


(10) 


ls eA — 


+A [aip (w + wo) — piwo); + Bip lo + w) — p'(wo)) +7] 
y=... Z=... t= .. 
Sous cette forme on voit que w = 0 donne la droite joignant le 
point C au point 
DIA p(w) + Bp” (wo); 4, p (wg) + Bi p” (o); 4 p (Wo) + B: p” (We); 
A; p” (wy) + Bs p” (wo)] 


Ce point D est sur la droite A 
Chaque génératrice w =c* rencontre la droite À, le point de 
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rencontre s'obtenant pour A= 0. Appliquons notre méthode pour avoir 
les plans plusieurs fois (ou même une fois) tangents. Les équations 


11) (u A + v 4, + w 4, + h 4) [p(04- wo) — p(ws)] + 
(u B + v B, + w B, +h Bi) |p' (0 + o) — p (00) = 0 

(ua + va, + wa, + ha) | p(w -+ o) — p(wo)] + 

(12) + (up + vB, + wp: + hbs) | p'(w + wo) — p (w0)] + 
+ uy + vy + Wys  hys = 0 

ont autant de solutions communes que de génératrices contenues. 
dans le plan. Si le plan contient la droite À, la première équation (11), 
est identique de sorte que les trois racines de (12) fournissent les 
trois génératrices suivant lesquelles le plan coupe surface S, en de- 
hors de À, qui est droite exceptionnelle double: en effet, quel que soit. 
la constante m, l'équation 


m [p (w + wo) — p (w)] + [p (w wo) — p (w) = 0 
a deux racines variables, vérifiant la relation, 
(13) "w w” = — Be, 
fournissant le même point de A; chaque génératrice w = w, w = w” 
part de ce point de A. Les paramètres (),, Q,, Q; des génératri- 
ces contenues dans un même plan avec A satisfont à la relation 
(14) (3 + O, + Q, = — 30, 


(On suppose que le point C n'est pas sur À, sinon la surface s'abaisse- 
rait au degré quatre, avec A comme droite exceptionnelle double). 
Supposons maintenant que le plan P ne contienne pas A: alors 
l'équation (11) fournit les deux valeurs w”, w”, liées par (13) corres- 
pondant au point où le plan P perce A; les racines de (12) donnent 
les points où P perce la cubique obtenue pour A= co, elles sont 
liées par (14): on veut obtenir Q, = w, Q, = w”; donc on doit 
avoir ()3 = 0 et le plan passera par le point: C, d’où première relation 


(15) uy + vy + wy + hys =0 
et ensuite Q, = w, Q, = w” fournit 

(uA + v À, +w 43 -+ h As) (uB + vB, + wh, + hB;) — 
) — (u B -+ v B, -+ w B, +h B) (ua + va, + wa, + haz) =0 


On obtient donc une série de plans bitangents enveloppant un cône 
du second degré / ayant son sommet en C. Le plan A, C est ma- 


(16 
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nifestement un plan tangent à ce cône /: ce plan rentre dans la 
catégorie des plans bitangents; il donne la génératrice CD et deux 
autres se coupant en un point de À. Le cône circonserit de C à la 
surface S comprend d’abord la droite C D (prise tangentiellement 
comme développable de classe 1), puis le cône / compté deux fois: 
quand un point M décrit A, les deux génératrices, issues sur S de M, 
donnent un plan tangent à /, les points de contact de ce plan avec S 
sont sur la génératrice de contact du plan et / et c’est ce qui expli- 
que que le cône / doit être compté deux fois. On remarquera que 
w'==w ” fournit w = — al période, donc 4 valeurs de w” et 
à chacune correspond une génératrice stationnaire. 

Chaque section plane est du genre 1; donc elle possède cinq 
points doubles exactement (pour les plans bitangents on a deux gé- 
nératrices et une cubique de genre 1, sans point double); en dehors 
de À, on trouve donc une courbe gauche de degré 4; dans chaque 
plan pivotant autour de A, il ny a que 3 points doubles hors de A 
donc la courbe a nécessairement un point commun avec A. Or on 
constate directement que la donnée d'une droite À et d’une biqua- 
dratique gauche (B) ayant un point commun détermine une surface S 
de degré 5 ayant ces deux lignes A et (B) pour lignes doubles; il 
y a identité avec ce qui précède; la surface © peut être considérée 
comme lieu des sécantes triples du système A (B), en excluant les 
cordes de (B) issues du point commun à À et (B). Une biquadra- 
tique (B) dépend de 16 paramètres; une droite A la rencontrant 
dépend de 3 paramètres; on trouve ainsi 19 paramètres pour déter- 
miner S: c’est bien ce que l'on a trouvé (20 quand la quintique 
double de S ne se décompose pas, cas étudié au paragraphe 10; 
19 ici à cause de la relation wę = ©)). 

La vérification analytique des propriétés indiquées se fait sans 
difficulté, sans se servir des fonctions elliptiques, en prenant A pour 
axe des 2, puis la tangente à (Bi, au point commun avec À, comme 
axe des x; le plan Ozx coupe (B) en O d'abord comptant pour 2, 
puis en O, et O,; ce plan x O2 est celui qui rentre dans la caté- 
gorie des plans bitangents ou tritangents: 00,, OO, sont deux gé- 
nératrices se croisant sur À, et 0,0, est celle qui passe au sommet C 
du cône trouvé plus haut, enveloppe des plans bitangents; le plan 
z0x se trouve tangent en O à la nappe contenant OO, et aussi 
à la nappe contenant 00,, de sorte que CO est génératrice du cône C. 
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La développable des plans bitangents à (B) perce À aux quatre 
points (autres que 0) qui donnent les génératrices stationnaires. 

Par dualité, les surfaces étudiées ici donneront les surfaces 
du cinquième degré ayant une droite exceptionnelle, lieu de points 
triples, enveloppe de plans bitangents, que nous signalerons plus 
bas. Un cas de dégénérescence est celui où la biquadratique a un 
point double, sans que la droite À y passe; la surface est alors 
unicursale et, ce cas s” obtient en reprenant les formules (4) du 
numéro 12 et supposant C= C, = C, = 0 de sorte que la conique 
mise en évidence soit une droite en représentation impropre. 


14. — Surfaces de degré 5 à points doubles et à plans 
quadritangents. 

Nous continuons l'étude des surfaces de degré 5 telles que 
dans chaque plau simplement tangent la quartique C perce G en 3 
points distincts; la surface n’a comme points singuliers que des 
points multiples d'ordre 2; le cas où elle n’admet, comme plans 
tangents singuliers, que des plans bitangents a été étudié; quand 
il y a des plans tritangents formant une série continue, aucun d'eux 
ne peut couper la surface suivant une couique véritable, car, sì l’on 
établit entre deux coniques une correspondance homographique, la 
droite qui joint les points homologues engendre la surface de Clebsch 
de degré 4 (ou une dégénérescence); done chacun donne une droite 
double. la même pour tous et nous retrouvons les surfaces étudiées 
au numéro précédent. Il peut y avoir des plans quadritangents: ils 
pivotent autour d'une droite exceptionnelle simple (ponctuellement), 
mais quadruple tangentiellement. de sorte qu’il est plus commode 
d'étudier les surfaces réciproques, qui ont une droite exceptionnelle 
lieu de points quadruples et enveloppe de plans simplement tan- 
gents; on voit donc que toutes ces surfaces sont unicursales. On 
arrive, directement. au résultat, en remarquant que tout plan mono- 
tangent coupe la surface suivant une quartique unicursale qui corres- 
pond birationnellement à la droite exceptionnelle simple. On peut 
donc écrire les équations paramétriques de la surface sous la forme 


x= Att+Bi+C#+DI+E 

y= AU Bi + + D+ E, 

Cia + AŻ 
0 = A, tt + B, 4 Ct? + Datt E, | A 


(1) 
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où À et { sont les deux paramètres; laxe Oz est la droite excep- 
tionnelle et l'on a supposé que x Oy le plan monotangent choisi; la 
courbe lieu des points multiples est de degré 6 +h, k étant le 
nombre des points où la courbe rencontre la droite exceptionnelle: 
or h est nul, car à chaque point de Oz correspond un seul point 
de la quartique et chaque point de Oz est simple, sans exception. 
Du reste la ligne double est déterminée par les équations aux in- 
connues À, $, A. 


AU B8+ CRE DIRE AE ME 


At BYSL CEE DE LE TAPIE NY ag 


È 
a) Arda. Ly „dł da 
VALE A Lay gate 


Le premier rapport fournit la relation nécessaire et suffisante entre 
t et t’; le troisième rapport et le dernier, égalés au premier, four- 
nissent, pour chaque couple (t, t’) les valeurs de À et À’. En posant 
t + ť = s, tt = p, la relation entre t et t, débarrassée du facteur 
t— ť prend la forme f(s,p)=0, où f est une cubique en (s, p). 
Les coordonnées x, y, 2, O sexpriment rationnellement en s, p, de 
sorte que la courbe double / de la surface S étudiée est bien de 
degré 6, genre un; les sécantes triples de / donnant une surface S 
de degré 5, il est nécessaire, comme on l'a vu au paragraphe 11, 
que / ait des points multiples. Ces points se réduisent nécessaire- 
ment à un point w triple de /, point triple de ©. où se croisent 
trois génératrices, gy, ga, gs. On remarquera que le cône de sommet w 
ayant / pour directrice est de degré 3 (au lieu du degré 5 pour 
un point quelconque w” pris sur /) et n’a pas de génératrice double 
(tandis que le cône de sommet w” et directrice / admet, hors de ww, 
deux génératrices doubles); quand w’ tend vers w sur l'une des 
branches, le cône correspondant peut être regardé comme toujours 
de degré 5, à condition de lui adjoindre les plans passant par la 
tangente wł a la branche suivie et l’une ou l’autre des deux tan- 
gentes complémentaires wt, w”; mais alors le plan wfé (ou wżt”) 
coupe le cône C de sommet w suivant une génératrice wg” (ou wg') 
qui doit être considérée comme limite d'une génératrice double du 
cône de sommet w'; on a ainsi, en utilisant successivement chaque 
branche de la ligne triple, trois droites wg, wg”, wg” qui sont des 
limites de sécantes triples et sont génératrices de S; le cône C est 
de degré 3, de sorte que si on le coupe par un plan, on obtient 
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une cubique y et sur cette cubique y les points t, #, t, g,g,g” 
correspondant aux droites wź, wé’,...wg”’: les trois points g, g’, 9g” 
sont en ligne droite, ainsi que (t tg); (tt 9’); tt g”); on en dé- 
duit aisément que les sommets opposés du quadrilatère complet 
ainsi obtenu (é, g), (t, g'), (t, g^) sont cotangentiels sur la cubique y. 
Le cône circonserit à la surface S de w comprend d'abord chaque 
droite wg, wg, wg” (prise tangentiellement) puis un cône du second 
degré dont un plan tangent particulier est déterminé par w et la 
droite exceptionnelle. Je signale le problème de géométrie intéres- 
sant auquel peut se ramener la recherche de w; il doit exister trois 
valeurs du paramètre #, soient t,t”, t” tels que les trois. génératri- 
ces correspondantes concourent au même point; or, en posant 


t + pu” = si hi” HN = Di 
(3) | tt =s, EE =p, 


È, -l A = Są A "AK ==, 
on a, avec la cubique C4, f (s, p) = 0 les relations 
(4) F(s pi) = 0 f(82, Pa) = O f (Ss, Pa) = 0 


qui expriment que le triangle (sı, pi), (Sa; Pa), (Ss, ps) est inscrit 
dans la cubique C;; ensuite les deux équations 


(5) prais t p, 20 
ont une racine commune £, donc on a 
(6) (Ps s”. Pa)” qu (Ss si Są) (Są Ps — S3 Pe) = 0 


relation qui exprime que la droite (są, Pa), (Ss, ps) est tangente à la 
conique d'ćquation tangentielle uż — vw = 0, (l'équation des droites 
du plan s, p étant uf- vp + w == 0). On est done ramené à trou- 
ver un triangle inscrit dans une cubique et circonserit à une conique. 


15. — Surfaces de degré 5 ayant une droite triple et une 
conique double. 


Nous avons épuisé tous les cas où sur chaque génératrice 
de © les trois points P}, Pa, P; sont distincts. Supposons maintenant. 
deux de ces points confondus, formant un point double de la quar- 
tique C. La surface S a une ligne triple; on voit immédiatement 
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qu’une surface de degré 5 ne peut avoir une conique triple, ni 
deux droites triples non sécantes; la ligne triple est une droite À 
lieu des points P,, PF, confondus: le point P, engendre une certaine 
courbe double; par un point P, passent deux génératrices, dont 
le plan contient la droite A et épuise ainsi toute la section de Ś; 
donc le lieu de P, est une courbe rencontrée en un point par tout 
plan issu de A; si cette courbe est une droite A,, ne rencontrant 
pas À, appelons «x et x, les abscisses sur A et A, des pieds d'une 
génératrice: on aura une relation algébrique f(x, x,) = 0 de degré 2 
en x et 3 en qı; A est triple ponctuellement, double tangentielle- 
ment; c’est l’inverse pour A,; la surface se correspond à elle-même 
par dualité. Pour avoir le genre, écrivons la relation entre x et x, 


(1) a°P_2xQ+ER=0 

P, Q, R étant polynômes de degré 3 en x,; on a 
__@+V0 — PR 
x == P 


Q2? — PR ne peut être carré parfait, sinon ont trouverait la réunion 
d'une surface cubique et d'une quadrique; donc si Q*— PR n'a 
aucune racine multiple, on a une surface de genre 2; les racines 
de Q?— PR donnent 6 génératrices stationnaires, pour lesquelles 
le plan tangent contient À et il y a de même 8 génératrices sta- 
tionnaires pour lesquelles le plan tangent contient A,, obtenues en 
exprimant que (1) a une racine double en x,. Si 0? — PR a une 
racine double, la courbe f(x, x;) =0 a un point double, la surface 
est de genre 1, parce qu’elle admet une génératrice double (qui 
a diminué de deux unités le nombre des génératrices stationnaires 
des 2 catégories); si Q* — PR a une racine triple, on a une géné- 
ratrice double avec deux plants tangents confondus en chaque point; 
la surface devient de genre zéro soit si Q? — PR a deux racines 
doubles (deux génératrices doubles), soit si Q? — PR a une racine 
double et une racine triple, soit si Q? — PR a une racine qnadruple 
ou une racine quintuple: la racine quadruple donne une génératrice 
unique double, possédant la particularité qu'en chaque point il y 
a deux nappes régulières ayant le même plan tangent; la racine 
quintuple donne nne génératrice telle que toute section plane pré- 
sente, sur cette génératrice, un point de rebroussement de seconde 
espèce; on a un exemple simple de ce type en prenant la relation 


(1 — x?) x? — 2 r r, + ri = 0 
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Si la ligne double lieu de P, est une conique C, cette coni- 
que rencontre À en un point et nous avons le cas corrélatif des 
surfaces étudiées au n° 13. Ici de chaque point de À partent 3 
génératrices et le plan de deux quelconques enveloppe une déve- 
loppable de classe 4. genre 1, A étant tangente à cette développable; 
le plan de la conique C, coupe S suivant une génératrice issue du 
point commun à A et C,; du point commun à C, et À partent: 
d'abord la génératrice située dans le plan de C,, puis, deux géné- 
ratrices situées dans le plan contenant À et la tangente en ce point 
à C,. Or on peut encore définir un point de A par son abscisse z, 
un point de C, par son paramètre unicursal r,; on a encore une 
relation f(x, x)= 0, algébrique, de degré 2 en x, 3 en x,; pour 
le point x° où A rencontre C,, on doit avoir deux valeurs de x, 
égales à 2°, paramètre de ce point commun sur C,; de même pour 
X, = 29, on doit avoir deux valeurs de x égales à x°; done le point 
x = x’, x, = 2} est un point double de la relation f(x, x,) = 0: 
cela confirme bien notre résultat que la surface S est de genre un, 
en général; si la relation f(x, x,)= 0 a un autre point double, on 
aura une surface unicursale, avec une génératrice double complé- 
mentaire. On trouverait sans peine les génératrices stationnaires, 
comme dans l’exemple qui précéde. 

L'analogie des résultats montre comment on peut faire corres- 
pondre birationnellement deux surfaces réglées, l'une ayant une 
droite exceptionnelle A triple et une droite A double exceptionnelle, 
de genre un, et une surface réglée ayant une droite À triple et une 
conique C, double; toutes deux sont représentées à un certain point 
de vue par la même relation f(x, x,) = 0, interprétée différemment. 


16. — Surfaces de degré 5, ayant uue droite exceptionnelle 
de raccord. 


Sur chaque génératrice G, en supposant encore P, et P, con- 
fondus, il peut arriver que cette coïncidence tienne à ce que (7 et 
la section plane C sont tangeutes: il y a une ligne de raccord, ligne 
double de la surface et le point P; engendre une autre ligne double. 
Toute section plane présente, au point où elle perce la ligne de 
raccord un point double comptant pour deux: comme le nombre 
maximum des points doubles est 6, on voit que la ligne de raccord 
ne peut être qu’une droite ou qu'une conique. Envisageons d'abord 
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le cas de la droite de raccord: nous la prenons comme Oz; il né 
peut y avoir, en chaque point de Oz, qu'un unique plan tangent 
(comptant pour 2), donc les équations paramétriques de la surface 
peuvent être prises sous la forme 


c Z = 20 
1 — = 2 — == M 
(1) ja de ; 
2, étant la cote du point de contact, avec 
(2) m? + 2 A(2,)m + B (2) —0 


A et B étant rationnelles en 2. L'équation de la surface est alors 
@ wz- aP +2 yz aa |7) + vB?) =0 


Pour avoir le degré 5, il est nécessaire et suffisant de prendre 


__ a+ 3522+3ce + d 

mi dą Z + Dg 

(4) ED à A id 
a, 2 + ba 


et l’on a la surface 


o METTO Crt la) Hate a) (aat Bay + Bey + dyt 
+ a;jx5+5b,2'54+ 108,23 y? + 1Obya?y*--5Bb,zy: b; x5 = 0 


Comme l'équation (2) donne 


TR — (az + 36254 3c20+-d)+ Vas +. 2 — (a329-|-0ę ) (0125 -|- -.) 
a, 20 + Ds 
on voit que le genre de la surface est, en général, deux; on a aisć- 
ment les génératrices stationnaires, ou les cas de dégénérescence, 
où le genre s'abaisse, certaines génératrices doubles s'introduisant; 
la discussion est analogue à celle qui a été faite au numéro précé- 
dent ou au numéro 8 (surfaces de degré 4 avec une droite de 
raccord). On remarque ici qu'en réalité l'axe O2 est triple, parce 
que cet axe est à la fois droite exceptionnelle et génératrice régu- 


A (2) 


(6) m 


— b 0 «s MP 
+ une valeur de m devient infinie et les 
dą 
équations de la génératrice deviennent y = 0, x = 0; (le résultat 
subsiste avec quelques modifications si a, = 0). Une section plane 


quelconque présente sur Oz un point triple avec deux branches 


lière: pour 2, égal à 
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tangentes entre elles, et ce point triple est Péquivalent de quatre 
points doubles. Au point de cote 4, sur Oz, l’ensemble des plans 
tangents a pour équation 


(yh — z)? (a, x + b, y) = 0 
on trouve donc le plan tangent double variable et le plan fixe 


a, x + b, y = 0 correspondant à la nappe admettant Oz pour géné- 
ratrice régulière (mais stationnaire). 


17. — Surfaces de degré 5; ayant une conique de raccord. 


Supposons maintenant que la ligne de raccord soit une coni- 
que (4; le reste de la ligne multiple est rencontré en un seul point 
par chaque génératrice; ce ne peut être une droite, car les deux 
génératrices issues d'un point de C, seraient dans un même plan 
avec cette droite et ce plan serait tangent à C,, d'où contradiction, 
car on devrait pouvoir mener de la droite oo! plans tangents à C}. 
Le reste de la ligne double est done une conique C3; d’autre part, 
par dualité, le type de la surface se conserve; donc, en chaque 
point de C,, le plan tangent double enveloppe un cône [4 conte- 
nant C,; en chąqne point de C,, le plan tangent double enveloppe 
un cône /, ne contenant pas Cy. Toutes les sections planes de la 
surface sont upicursales, car elles ont l’équivalent de six points 
doubles; en un point M de C,, le plan bitangent coupe la surface, 
d'abord suivant les deux génératrices MG, M G’ issues de M, puis 
suivant une cubique unicursale ayant son point double en M; en 
effet la nappe engendrée par MG, en suivant M par continuité 
sur C,, admet en M le plan MG G’ comme plan tangent, de sorte 
que la section de cette nappe admet M comme point double, les tan- 
gentes étant MG (laquelle est un morceau de la section) et la se- 
conde direction asymptotique de cette nappe; de méme pour la 
nappe lieu de MG” et on a ainsi les deux tangentes à la cubique. 
En un point M’ de Cz, le plan bitangent donne dans S comme 
section d’abord les deux génératrices issues de M’, puis une cubi- 
que unicursale qui a pour point double le nouveau point où son 
plan coupe (z. Nous voyons que les surfaces étudiées ici pourraient 
aussi être considérées comme dégénérescences de celles du numéro 192; 
seulement la sextique (de genre 1) de ce numéro 12 est ici décom- 
posée en une conique C, (à compter pour 2) et une conique C. 
Si on appelle t le paramètre unicursal de C,, p celui de C}, on 
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a encore une relation f(t, p) — 0 de degré 2 en t et p séparément, 
qui doit être de genre zéro, de sorte que cette courbe (t, p) qui est 
de degré 4 (ou 3) doit avoir un point double. 

Remarquons d'ailleurs que si C, et C, ne se coupaient pas en 
deux points, il y aurait au moins un point, commun à C, et au plan 
de C,, sans appartenir à C,; ce point de C’ aurait sur C, deux ho- 
mologues, de sorte que le plan de C, couperait © suivant C, (comptant 
pour 4 au point de vue de l'intersection) et suivant ces deux gé- 
nératrices: le degré de S surpasserait donc 5. Il est done établi 
que C, et C, se coupent en deux points. Ensuite le plan de C, 
coupe S, en dehors de C,, suivant une seule génératrice régulière, 
et cette génératrice est nécessairement tangente à C, en l’un des 
deux points communs à C, et C, soit m; ce point considéré comme 
appartenant à C, a deux homologues sur C, confondus avec lui 
même; considéré comme appartenant à C, il a sur C, deux homo- 
logues dont l’un est m, l’autre un point m; la droite mm’ est la 
génératrice nouvelle suivant laquelle le plan de (4 coupe S. Si 
maitenant nous considérons la second point n commun à C, et Ca, 
si on appelle żę, p, les paramètres de x sur C, et C;, le point (to, Po) 
est précisément le point double de la relation f(t, p) = 0; les deux 
génératrices issues de m sont dans le plan contenant les tangentes 
à Cs et C, au point n. Corrélativement, les deux cônes /, et [; ont 
deux plans tangents communs. 

On vérifiera sans peine ces résultats sur un exemple simple 
tel que celui obtenu en éliminant ¢ et m entre 


ly 2ta + t+2t2=0 

z =m(x —t) 

m? -+ m — t =0 

La conique C, de raccord est la conique 

(1) y — x = l) go I 

La surface est unicursale comme on le voit en remplaçant £ par 


m? + m; l'élimination de t et m se fait plus aisément en résolvant 
la premiere équation en t, d'où | 


(1) 


z 
WEJ (CZYSTY. 

Fn portant ces valeurs de £ et m dans la dernière on a l'équation 
cartésienne de la surface 


8) 2-2 "Ve gy m 
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{(x— 2)(42x — 42? — 23) +- 223 + 3zy — zy) en 
= [(x— 2)? — y] [4z x — 42? — x? + z — y}? 
qui est bien de degré 5; la section de la surface par le plan z= 0 


est yix? — y)? = 0. En écrivant que les deux génératrices m et m” 
se rencontrent, on trouve la relation sy métrique (s=m -4 m. p=mm ) 


(5) (s4+1)?(2p — s) — 0 
Le facteur s+ 1 —0 correspond aux deux génératrices qui se 


coupent sur C,; en prenant s = 2 p on trouve comme point de ren- 
contre la parabole C; 


(6) ge di Ditte zez UL oda? ZE Aes 


qui coupe C, aux points 


(4) 


(7) l 
frana = Oro, feto 


La relation entre t et p s'obtient en éliminant m entre les deux 
équations 
(8) - m? -+ m —t=0 m? — ?pm + p = 0 


Cela donne la cubique unicursale 


(9) (t -- p)? + (£ +- p) (I - 2p) — t(1 + 2p)3 = 0 


l 
Pour t= 0, on trouve p= 0, p = — gi pour =. on trouve la 
valeur double p = — A pour p= 0, on trouve la valeur double 
t—0; pour p= = on trouve la valeur double i=3: le point 
double est p= — + attra He d'ailleurs les équations (8) donnent 


p et t unicursalement en m. Le cône /, est le cylindre parabolique 
d'équation (x — 2}? — y = 0; le plan des deux génératrices sécantes 
au point p de C, est 

(10) 4pX—Y+(2+2p— 8p) Z— ppt 1) =0 


On trouve ainsi pour enveloppe un cône /, ayant son sommet au 


fd 


point x=1, Y= 1, Z—-; du sommet de /,, la développable 


„ie 
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circonscrite comprend d’abord /, deux fois, puis une génératrice 
4 MU 
NT o — * du sommet de /,, point a l'infini dans 


la direction z = 2, y == 0, la développable circonserite comprend 
d’abord [4 deux fois, puis une génératrice (t = 2, m—1, p=l) 
appartenant d’ailleurs au cylindre /,. 


18. — Surfaces de degré 5, ayant une droite quadruple. 
Nous avons épuisé le cas où les trois points P,, P}, P, se réduisent 
à deux; il reste à élucider celui où ils se confondent; nous avons 
déjà rencontré (droite de raccord) celui où ils sont confondus, parce 
que la quartique C a un point double P, une branche étant tan- 
gente à G, et une autre branche étant non tangente à G. Le cas 
où P serait point simple, point d'inflexion avec G tangente d’infle 
xion, est impossible; en effet P devrait, pour une section plane 
quelconque y passant, représenter un point double unique équivalent 
à trois points doubles confondus; autrement dit il engendrerait une 
ligne de raccord, telles que les deux nappes soient coupées par un 
plan quelconque suivant deux courbes osculatrices: les indicatrices 
devraient coïncider, ce qui est impossible, puisque les deux géné- 
ratrices sont asymptotes chacune d'une indicatrice et sont distinctes. 

Il ne reste donc plus à étudier que le cas où P est point 
triple de C; P engendre une ligne quadruple de S, nécessairement 
rectiligne. On a les surfaces réciproques par dualité de celles étu- 
diées au n° 14. L'ćquation de la surface, en prenant la droite excep- 
tionnelle quadruple comme axe O2, est 

at(Az+ Ay +A -+ As) + ay (B y + B, 2 + B,) + 
(1) + wty?(0,y + Cz t Ca) + ey (D, y + D,z + D.) + 

+ yt (E y+ E24 Es) = 0. 

De chaque point de Oz partent quatre génératrices; le plan de deux 
d'entre elles enveloppe une développable de classe 6, genre uu, ayant 
un plan tangent triple: ce plan tangent correspond au point de 02 
pour lequel trois des quatre génératrices sont dans un même plan, 
ce plan coupe la surface suivant une conique C, et l'on peut repré- 
senter la surface par la relation qui unit la cote h du pied de la 
génératrice courante sur Oz et le parametre unicursal ć de son pied 
sur C,; h est une fraction rationnelle en ż, de degré 4; si on suppose 
que C, est dans le plan z Oy, l'équation (1) prendra la forme 


Rocznik Pol. Tow. matem. 13 


z(axt + bay + cz?y* + dzy*+-ey*) + (ax + By + yr"+20xy +ey?) 
(a © + B'y) (a°x + py) (ex + B" y) = 0 


y s . : 
En posant pit test le paramètre unicursal de C, et la relation 


(2) 


annoncée est, entre h et é, 


7 h(a+ bt + ct? 4 dt + et!) + (a+ Bt (a +B t) 

( ) (æ + pu t) (z _ sf t) — 0 

Le polynôme a<+bt+ct?+ diet n’admet aucune des racines 
de (x + B't) («' + BE (a -+ B”‘t); la valeur t= — È fournit h==0 


d'une part et le point où C, rencontre la ligne quadruple. Les divers 
Di 


cas à examiner résultent donc de la comparaison des nombres —£, 
| a 


4 
Pr 1e da B” Fa 
—, —— entre eux ou avec les racines de 
x 


Pe 3 41% 


a x 
a+ bt 4 ct? -|-- dt84+ ett et y+26t+ et? 

On peut effectuer sur les variables x, y, z une substitution 
c =AX--uV Y=NAXA+uY LA 


pour avoir une forme réduite de la surface. 


19. — Indications sur les surfaces réglées de degré quelconque. 


Nous avons étudié complètement les degrés 4 et5. Les mêmes 
principes permettraient de classer les surfaces d'un degré donné. 
Je me contente d'indiquer quelques résultats généraux. 

Sur une surface réglée d'ordre n deux sections planes de la 
surface (par un plan non tangent ou tangent) se correspondent bi- 
rationnellement par l'intermédiaire de la génératrice unissant les 
points homologues (si l’un des plans est tangent, on fait abstraction 
de la génératrice ou des génératrices qu’il contient). Exceptionnelle- 
ment si la surface contient une droite exceptionnelle simple (pone 
tuellement), mais d'ordre n — 1 (tangentiellement), la théorème en 
question cesse de s'appliquer aux plans pivotant autour de cette 
droite; on remarquera aussi qu'une surface ne peut avoir une série 
continue de plans (n — 2) fois tangents que si n==4, car on a corres- 
pondance birationnelle entre deux coniques. Il y a intérêt pour avoir 
les équations paramétriques d’une surface réglée à déterminer deux 
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plans tangents d'ordre maximum; il faut encore remarquer que si 
Pun des deux plans tangents coupe la surface suivant une ligne 
multiple d'ordre p de la surface, la correspondance obtenue n’est 
plus birationnelle (elle peut le redevenir formellement si l’une des 
courbes est soumise à une représentation paramétrique impropre). 
De la sorte, dans bien des cas, l'étude d’une surface réglée consiste 
a établir entre deux courbes C et C’, planes ou gauches, une corres- 
pondance M M” telle qu'à un point M de C correspondent q points 
de C et, à un point M’ de C’, p points de C; C est alors d'ordre 
de multiplicité 9, C” d'ordre p sur la surface réglée; on voit qu'on 
a ainsi le moyen d'établir une correspondance birationnelle entre 
deux surfaces réglées différentes, de même degré ou non: ainsi si 
l'on considère l'équation algébrique entière f(x, r,) = 0, cette équa- 
tion peut servir à définir une surface réglée Ś joignant le point 
de paramètre x sur une courbe unicursale C au point de paramètre 
x, sur une courbe unicursale C,; la relation étant de degré p en x, 
q en z, si C et C, sont deux droites. on obtient une surface S 
d'ordre p + q ayant C pour droite d'ordre g (ponctuellement), p (tan- 
gentiellement), avec les mêmes nombres inversés pour (,; en con- 
servant la même relation f(x, x,)= 0 et prenant pour C et C, deux 
coniques n'ayant aucnn point commun, on a une surface © ou C 
est ligne multiple d'ordre q, C, d’ordre p; à chaque point de C 
situé dans le plan de C, correspondent q génératrices situées dans 
le plan de C,, de sorte que la nouvelle surface © est de degré 
2(p + q) et correspond birationnellement à S, par exemple en fai- 
sant correspondre les pieds des génératrices, puis sur chaque géné- 
ratrice faisant correspondre les points qui partagent le segment des 
deux pieds dans le même rapport; si la conique C et la conique C, 
ont un point commun, se correspondant à lui-même par la relation 
f(x. xı) = 0, le degré de S” s'abaisse. Nous avons rencontré de tels 
exemples en étudiant les surfaces d'ordre 5 (paragraphe 15): une 
surface S ayant une droite exceptionnelle triple et une autre double, 
puis une autre S ayant une droite exceptionnelle triple et une co. 
nique double; je cite encore le cas de la surface S de degré 4 
ayant deux droites doubles exceptionnelles et une génératrice double, 
puis une surface S de degré 5 ayant une conique de raccord et 
une conique double; ces deux surfaces correspondent à une relation 
f(x, x)= 0 de degré 2 en x, 2 en x, et de genre zéro. 

Dans ce même ordre d'idées on peut dire qu'en général une 

13° 
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surface réglée de degré au moins égal a 5 est définie comme lieu 
des sécantes triples (ou n uples) de sa ligne double (ou de degré 
de multiplicité supérieur). Le problème ainsi posé reviendrait donc 
à reprendre purement et simplement la classification d'Halphen des 
courbes gauches. ce qui, nous l'avons dit en introduction, revient 
à étudier deux fonctions algébriques d'une variable, et non plus trois. 
Mais on rencontre les difficultés suivantes: la courbe gauche peut : 
avoir des points multiples et on doit compléter le travail d Halphen 
relatif exclusivement aux courbes dénuées de points multiples: en- 
suite la donnée de la courbe gauche (indécomposée ou décomposée) 
dont on prend les sécantes triples peut donner plusieurs surfaces 
et non une seule; il y a d'ailleurs à décider si les sécantes sont 
triples ou m uples: puis la surface réglée obtenue aura souvent 
d’autres lignes multiples, correspondant aux points de l’espace d'où 
l’on peut mener à la courbe plusieurs sécantes triples. 

Je donnne un exemple simple: sur la courbe gauche [ 


(1) c=" PE 2 == f* 
quatre polnts sont dans un meme plan moyennant la relatlon 


1 1 1 1 
2 sę tycz ma! lim 
©) T IN PET e 


entre leurs paramètres. Considérous la surface obtenue en joignant 
le point t au point # = #5; on voit immédiatement que / est ligne 
quadruple de la surface © obtenue, laquelle a pour équations para- 
métriques 


TD UN TS 
Y= 15 + pt(tt— t2 + 1) 
| Z=t+p(i +1) 


et est de degré 11, comme on le voit en coupant par la droite 


(3) 


arbitraire 


; |aX+BY+yZ+3=0 
a | BY + 71 Z + à = 0 


Sur chaque génératrice G, le plan tangent en M donne une courbe C 
de degré 10, coupant G en trois points confondus en chacun des 
deux points où G rencontre /, en un point au point de contact, 
et en 3 autres points qui engendrent le reste de la ligne multiple. 
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SI on écrit que les deux génératrices (t, #3) et (t, Ë) se rencontrent, 
on a d'après (2), 


(5) (Lt) (0943 Lee LE — tt) =0 


La solution t + t, = 0 correspond à une quintique /” double de la 


surface, située dans le plan de symétrie Y=0 de la surface S; 
2 


I° est obtenue aussitôt en remplaçant p par — puls rem- 
i 


a_a 
plaçant #? par 6. La section de S par Y= 0 comprend, en dehors 
de /”, la génératrice t==0 qui est laxe Oz; en prenant ensuite 


la relation 
(6) i +44 EE —0 


on a le reste / ” de la ligne multiple; en posant t+ t, = s. tt, = p, 
la relation (6) devient 


(7) p+s—p=0 
3 


Or le point de rencontre des deux génératrices (ż, £*) et (ży, 3) s'ob- 
tient rationnellement en (s, p): la courbe /” est donc unicursale, 
puisque la relation (7) est de genre zéro. Sans calcul on trouve le 
degré de [”; [" est double sur S; chaque section plane de S est 
unicursale et admet l’équivalent de 45 points doubles; or on trouve 4 
points quadruples sur /, soit l'équivalent de 24 points doubles, puis 
5 points doubles sur /['; done /” est de degié 15. Toute généra- 
trice de S rencontre / en deux points, /' en un point et /” en 
deux points; la surface S peut donc être considérée comme lieu 
des sécantes triples de l’ensemble (f, F^) ou de l’ensemble (F, F); 
la donnée de (/,/) laisse échapper [”; de plus les sécantes triples 
de (7. [') comprennent d'abord S puis une autre surface réglée 2 
ayant / pour ligne multiple d'ordre 13 et [° pour ligne double; 
de même la donnée de /” et /” introduirait une nouvelle sur- 
face réglée. 

On voit comment le procédé suivi ici permet d'obtenir aisé- 
ment des lignes de raccord de nature complexe: il suffit de se 
donner une courbe /, un plan attaché à chaque tangente de /, et 
de joindre le point de contact aux points où ce plan perce une 
autre courbe /” (distincte ou non de / ). Par exemple avec la courbe f 
étudiée à l'instant on pourrait associer au point t, deux autres points 
i, et tę par l'ensemble des relations 
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++4=0 F7) =0 


où f est une fonction po 


DI 
t 


19. — Triangles de Poncelet. Nombre fini. 


Nous avons vu, en introduction, comment la considération de 
plans tritangents ou n fois tangents, n > 3, conduit à généraliser 
les polygones de Poncelet. J'indique rapidement ici quelques résul- 
tats, d’après plusieurs notes que j'ai publiées aux Comptes Rendus 
de l’Académie des Sciences, t 179, 1924, p 745, 878, 1241. 

Dans un plan, considérons une conique C, et une courbe f, 
de classe » (n entier > 2). Si C, et [„ sont quelconques l’une vis-à-vis 
de l'autre, il existe un nombre fini, 4 n(n— 1) (n—2) de triangles 
véritubles inscrits dans C,, circonserits à /,; il existe 2 n(n— 1) so- 
lutions impropres du problème, obtenues ainsi: l’une des 2n tangen- 
gentes communes à C; et /,,, soit T, touche C, en M,; de M, on 
mène l’une des (n — 1) tangentes à /,, autre que T, et elle coupe Cs 
de nouveau en M,: les trois points M, Ma, M,, donnent un triangle 
impropre (un côté confondu avec la tangente en M, à C, et les 
deux autres avec M, M,), dont les sommets sont sur C, et les côtés 
tangents à /,. Le résultat se justifie ainsi: soit W un point arbi- 
traire de C, et M, M,, M, M; deux tangentes issues de M, à [,, 
recoupant C, en M, et A: il est nécessaire et suffisant que M, M, 
soit tangente à /,; or si M, est donné arbitrairement. M, a n po- 
sitions possibles sur C,, et M, choisi, M, a n — 1 positions seulement 
puisque nous ćliminons M,; la droite M, M; enveloppe une courbe / ,(n--1) 
de clase n(n — 1); on est ramené à trouver les tangentes communes 
a [, et fami, en nombre n*(n— 1); nous avons vu que toute tan- 
cente commune à C, et [ fournit (7 — 1) solutions impropres, de 
sorte que le nombre des tangentes à conserver est n*(n — 1) — 
—-2n(n — 1) = n(n — 1) (n—2). D'autre part chaque triangle corres- 
pond à un ensemble de 3 tangentes. Pour n= 2, le résultat est 
bien connu (voir Halphen, Théorie des fonctions elliptiques). Comme 
application de ceci, imaginons que sur la cubique 


(1) di A= is AS 
nous joignions les points de paramètres ż, et #, liés par une rela- 
tion symétrique en f,, 4 et de degré 3 en &, et f,; eu posant 


(2) t + le =s ht = 
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cette relation peut s'écrire 


(3) A4s8+ Bs?p + Csp? + Dp? + Es? + Fps + Gp?+ Hs + Kp+L=0 
p p p 


Or remarquons qu'en écrivant 


(4) e=f, + pts, y =ti + pts, z= ti 4 più, 0=1 +p 


le point de coordonnées homogènes x, y, 2, 6 donne 


(5) y0 - x3=p(t,—t)? 2z0— xy= ps(t—t,)? 2x — y’=pp(ti— t)? 
de sorte que tous les points de la droite (t,, t) satisfont d'après (3) 
à l'équation 
A (29 — xy) -+ B(20— zy)? (za — y?) + C(e0 — xy) (em — y? + 
| + D(ex y”) E(28 —xy)* (y8 — x?) + F(ex — y?) (20 — xy) 
(40-29) + Gler 99? (40 - 2?) H(26— zy) (y0 - 2) 
+ Kles — y?) (y0— 2) + L(y0— 2?) = 0 


qui est l'équation de la surface réglée S de degré 6 engendrée par 
cette droite; S admet la cubique pour ligne triple. Sur le plaa ho- 
rizontal, la perspective de la cubique à partir du point à linfini 
sur Oz est la conique C,, y — x? = 0; la perspective de la géné- 
ratrice (£,, tę) a pour équation 


(1) y—sz--p=0 
de sorte que l'équation (3) est l’équation de la courbe /, de classe 3 
enveloppe le cette projection (la développable circonscrite à S du 
point à oo sur Oz comprend trois génératrices et un cylindre de 
classe 3). D'après ce qui précède il existe deux plans PQR et 
P'Q K tels que chacun des triangles PQR cu P'Q'R' correspon- 
dant aux points d’intersection de ces plans et de la cubique (1) ait 
ses côtés formés de génératrices: ces plans sont tritangents et cou- 
pent la surface suivant une cubique plane, de genre 1. Cela permet 
done d’obtenir encore la surface S comme lieu des droites joignant, 
sur deux cubiques planes de genre 1 et de même invariant, les 
points homologues dans une correspondance birationnelle; la sur- 
face S a co! plans bitangents, mais n’a que les deux plans tritan- 
gents fournis par notre procédé. Remarquons en passant que la 
génératrice variable de Ś est définie par (7) et par 


(8) z+px=sY 


plan passant par lorigine; l'équation (3), déjà interprétée comme 


(6) 
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équation tangentielle du cylindre de classe 3 circonserit à S du 
point à l'infini sur Oz peut donc être encore interprétée comme 
équation tangentielle du cône circonserit à S de l'origine; le cône 
et le cylindre se correspondent birationnellement par plans tangents, 
la droite intersection des plans homologues décrivant S. C'est tou- 
jours la notion corrélative de celle employée pour les droites joi- 
gnant les points homologues de deux courbes se correspondant hi- 
rationnellement. 

On voit sans difficulté que toute relation de degré # en p, $ 
définit une surface réglée de degré 27 ayant la cubique pour ligne 
multiple d'ordre x; réciproquement toute surface de degré Zn ayant 
la cubique pour ligne multiple d'ordre » est réglée, car d’un point M 
de la surface est issue une sécante double de la cubique, sécante 
ayant Zn + 1 points communs avec la surface, done lui apparte- 
nant. Une telle surface a donc co! plans bitangents et exactement 
ni (eta A plans tritangents — sauf les surfaces spéciales que 


nous allons indiquer. 


20. — Triangles de Poncelet: nombre infini. 


Etant donnée une conique C,, on peut trouver co” courbes f, 
de classe » fournissant une infinité de triangles de Poncelet inscrits 
dans C,, circonscrits à /,: dans le paragraphe précédent, on a pris 
pour C, la parabole y — x? = 0, ce qui est toujours permis par une 
transformation homographique et la courbe /, générale dépend de. 
AR) paramètres, nombre supérieur à Ża. 


Choisissons, au hasard, n +1 points Mo; M,,... M, sur C,, puis 


encore au hasard (n-+1) points M,, M;i... M, sur C; choisissons 
une représentation unicursale (#) de C, et désignons par 

(1) ECS pone y 

(2) BEH + B,t" +... + B.u=0 


les équations définissant le système (Mo, M, ... A£,) puis (Mo, HM... MI). 
Considérons maintenant l’équation, contenant un paramètre: 
variable p, 


AU AL Bott +(4,+B,ote+.. AE Bye 0! 


Deux racines #, £” de l'équation (3) satisfont à l'équation 


AV"" F At. HA AUT A +... A. 

© | pepe + LB, BU"+BY+..-B| 0 
qui, après suppression du facteur {’ — t’ est entière, symétrique, par 
rapport à £ et t’, de degré » par rapport à chacune: c'est l'équation 
tangentielle d'une courbe /, de classe x, en prenant comme coordon- 
nées droites les valeurs des paramètres #, £” fixant l'intersection d'une 


droite et de C,. Cette équation (4) exprime done que les es = 


droites joignant 2 à 2 les (n-- 1) points définis par (3) sont, quel 
que soit p, tangentes a /,. Prenons done un point P arbitraire sur C;; 
le £ du point P fixe p de façon que (3) ait ce £ pour solution; les n 
n — 1 Hu 
autres racines de (3) donnent donc Aa combinaisons t,t” telles 
que PP” P” soit un triangle inscrit dans (,, circonserit à /,: ceha- 
n(n—1 a 
que point de C, est sommet de sA 5 ) tels triangles et chaque 


_ 


tangente de /, porte (n — 1) triangles. 

Cette fois si M est le point de contact avec C, d'une tangente T 
commune à C, et /,, u l'un des points d'intersection de C, et I., 
toutes les tangentes à /,, issues d’un 47 et distinctes de la T corres- 
pondante se terminent sur C, en un „ et réciproquement la tan- 
gente à /, en un u se termine sur C, en un M 


Pour voir que la courbe /, dépend bien de n paramètres, il 
suffit d'écrire l'équation (4) sous forme du produit de deux matrices 


EE TIA CO AE ZE A 


| — () 
(9) hB:Bę Bus Bi poki gun p] | 


Les coefficients de l'équation tangentielle de /, ne sont autres que 
les mineurs de la matrice de gauche; dans l’espace à n + 1 dimen- 
sions, ce sont les coordonnées plückériennes de la droite joignant 
les points de coordonnées homogènes (4, 4,.... 4,4) et (B, B,,... Bapa) 
et cela montre aussitôt que les /, dépendent effectivement de 2% 
paramètres non homogènes et que la donnée de deux gronpes de 
(n+ 1) points sur C, détermine, sans exception et d'une façon unique, 
la courbe /, correspondante. 


Nous avons même obtenu un résultat curieux que je traduis par 
dualité: (2 + 1) tangentes à une conique C, se coupent deux à deux 


1; ł . 
en dre Us points; un nouvel ensemble de (n + 1) tangentes déter- 


n(n + 1) 
e 


sl 


nouveaux points: les n(n- 1) points ainsi obtenus 


n(n — 1) 
2 
degré n et sont contenus sur une unique C,, courbe de degré n: 
il existe co ! tels systèmes de (n + 1) tangentes à C, dont les points 
d'intersection sont sur C,j on a ainsi co! triangles circonserit A C, 


forment un groupe de points de surabondance pour le 


et inscrits dans C. 

Nous avons ainsi, en utilisant la cubique gauche /, x = t, 
y = ł, z= tł liée à la conique ©. y— x*=0, obtenu des sur- 
faces ò de degré 2n, admettant / pour ligne multiple d'ordre m, 
et oo! plans tritangents; S n'a pas d'autre ligne multiple que /, et, 
en fait de plans tangents multiples, n’a que des plans tritangents; 
par dualité, on a une surface réglée © de degré 2n, n'ayant que 
des points multiples triples et des plans tangents multiples d'ordre n; 
(n—1)(n —2) 

e 3 


> la ligne multiple de © est 


S et S' sont de genre 
dé degré SM"! 

Nous avons le moyen de faire des vérifications des propriétés 
indiquées ici et au numéro précédent. En effet, si nous prenous les 
formules (1) du numéro 10, en y laissant les' coefficients A, B, C, a... 
tous arbitraires, le point w = 0 ne se correspondra plus sur les 
deux cubiques À—0 et A= 00 et nous aurons une surface de 
degré 6 (et non plus 5), avec des plans tangents simplement bitan- 
gents, tant que 3 (w, — wg) n'est pas une période de pu; la surface 
a une ligne double qui est de degré 9 et qui est rencontrée par 
une génératrice en 4 points; on pourra, en particularisant conve- 
nablement les coefficients obtenir une surface de degré 6 ayant 
pour ligne multiple une cubique gauche triple: cette surface rentre 
dans celles signalées au numéro précédent et nous avons mis en 
évidence les deux plans tritangents exceptionnels, correspondant 
à des triangles de Poncelet en nombre fini. (Quand la surface est 
munie d'une courbe double de degré 9, si l'on met la surface en 
perspective à partir d'un point de cette courbe, le contour apparent 
devient une courbe /, de classe 4, la perspective de la ligne double 
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est une courbe C, de degré 5, et on a seulement deux triangles 
inscrits dans Cz, Circonscrits a /,). 

Quand 3(w, — w) est une période de pu, on peut supposer 
W, = W, et suivant que la ligne multiple sera double et de degré 9 
ou triple et de degré 3, on aura co! triangles de Poncelet relatifs 
à une f, et C ou à une f, et C,. 


21. — Triangles de Poncelet; solution générale pour une conique. 


Si on réfléchit au procédé employé jusqu'ici, nous voyons 
qu'une tangente (t, t,) a /,, définie par ses intersections t, et t, 
avec (,, jouit de la propriété que ty, tą ...t,,, déterminent avec la 
droite (t, t,) un triangle de Poncelet; si on recommence avec (t,, £), 
les points #,.../;,, {;11,...1,,, fournissent le même résultat avec 
(t,, ty); finalement chaque point du groupe (t,,...t,4;) jouit de la 
même propriété, visa vis de f,, que les autres points du groupe: 
cela n'a rien d'étonnant puisque. quelles que sotent [, et C,, l'équa- 
tion tangentielle de [„, F(U, t”) = 0, permet d'obtenir symétriquement 
le total (t,,...#,41) au moyen de t,, mais alors les fonctions symé- 
triques fondamentales g;. 0:,... a, des n quantités (t,,...t,41) étant 
exprimées rationnellement en t,, il en est de même des fonctions 
symétriques S,, 92, Sny: de (fifa. t,41); or, dans le ras des triangles 
de Poncelet en nombre infini et du type étudié jusqu'ici, la courbe 
(Sì, Są... Sun) unicursale est obtenue en représentation impropre, 
exactement n+ 1 fois, puisque chaque point Ż,,...£,,, jouit des mê- 
mes prérogatives vis à vis des autres; la courbe univursale (04, Sa, Sn41) 
de l'espace à n +1 dimensions est done une droite et c'est ce qui 
donne la solution imaginée au numéro précédent, e S,, S,,... Si 
étant exprimées linéairement au moyen d'une même quantité p. 

Mais on peut modifier la construction: d'abord il n’est pas né- 
cessaire qu'au point ż, de C, corresponde un seul groupe (tz, ... Enpi); 
ce pcint peut avoir pour correspondants q groupes (/ą,... tx); 
(łą, ... bu)... les triangles de Poncelet étant formés avec #, et deux 
points quelconques d'un même groupe. Nous avons donc la solution 
générale par le procédé suivant: soit un polymôme donnć,, arbitruire, 
P(p,t) de degré q en p et # +1 en t; éliminons p entre les deux 
équations 


(1) one N RA 4 
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Le résultant. débarrassé du facteur (t, — t,)* donne l'équation, ex 
général indécomposable et symétrique 


(2) i Rd) 


L'équation Ri(t,, A) =0 est l'équation tangentielle de la courbe [ 
la plus générale cherchée. 

En effet. t, donné, on a q valeurs de p, soit p, p”...; adoptons p'; 
l'équation P(o’, t) = 0 admet, en dehors de t, que nous rejetons, 
n racines £,,... £,4; que nous associons à f, et trois points distincts 
ta ts t du droupe (t, łą, ... t,4:) ainsi obtenu donnent manifestement 
un triangle inscrit dans C, et circonscrit à /; [ici les fonctions sy- 
métriques (S,. S,... 5,41) ne sont plus rationnelles en p]. Chaque 
tangente (t, £,) à / fournit un unique p, par les équations (1), d'où 
n— 1 triangles portés par cette droite TEN chaque point de C, 
fournit g valeurs de p, et à chaque p choisi correspondent us à Ara 1) 
choix de t, et f,, de sorte que chaque point de C, est sommet de 
TN triangles de Poncelet. La différence avec ce qui prócede 


| 


consiste en ce que, primitivement, q était égal a l’unité et, qu’en 
partant de #, avec une droite t, f,, puis de #, avec une droite t, t,. 
on peut repartir de f, avec ff, ou avec £,ł,..., mais, quel que 
soit le chemin adopté, on finira par revenir en ty: on aura pu se 
donner l'illusion d’avoir des polygones de Poncelet, bien qu'eń réa- 
lité il n'y ait lieu de parler que de triangles; au contraire sì g>2. 
on part de t, pour arriver en £,: si de £, on part avec’ un autre p 
que celui commun à t, et ty, on se lance dans une direction qui 
en général ne permettra plus de revenir en #.. 

On réalise donc des surfaces réglées, par le même procédé 
que plus haut, de degré 29 n admettant la cubique gauche comme 
ligne multiple d'ordre qm: la surface admet des plans tangents triples 
(n — 1 passant par chaque génératrice) et des plans tangents doubles 
{n(q — 1) passant par chaque génératrice). 

Donnons une explication géométrique de ce procédé (valable 
pour q = 1 ou g>1); jai déjà signalé que la conique C, peut ser- 
vir pour former l'équation tangentielle d'une courbe / quelconque; 
chaque tangente à / est déterminée par les points t, t” où elle 
perce €, et la relation f(t, t) =Q est une équation tangentielle 
de /; mais alors il y a deux cas à distinguer suivant que f est 
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symétrique ou dissymetrique en t’. t’; si f est symétrique, la classe 
de [ est le degré en t ou t; en posant alors 
sat +e p=tt" 

la relation f(t, t”) = 0 se transforme en g(s,p) = 0 où 6 est par 
rapport à l’ensemble (s, p) du degré de f en t; la courbe / est 
transformée par dualité de la courbe (s, p) définie par œ = 0. Dans 
le second cas la classe de / est la somme des degrés de f en t’, t”; 
le point # pourra être considéré comme origine, le point t’ comme 
extrémité de la tangente t. t”; d'ailleurs pour obtenir l’équation tan- 
gentielle ordinaire (s, p) =0 de [, il faut considérer le produit 
f(E, t) f(t, €) =0, qui rétablit la symetrie (si C, est la parabole 
y — z? =0, la droite (t,t) a pour équation y ss- p= 0); on 
peut remarquer que l'équation tangentielle de / est alors de la forme 
F(u, v, w) = P?(u,v,w), où F est le premier membre de l’équation 
tangentielle de C,. Ces principes rappelés, remarquons que dans les 
équations (1), (2) on peut regarder p. £,, tę comme les coordonnées 
d'un point de (,; l'équation P (p,t)==0 est l'équation tangentielle 
d'une courbe auxiliaire y; si P est dissymetrique en p,t (ce qui 
arrive nécessairement si P est du premier degré en p, cu q = 1), 
le procédé revient à considérer toutes les tangentes de y qui ont 
la même origine p et à joindre deux à deux leurs extrémités: les 
cordes ainsi obtenues enveloppent la courbe /; si P est symétrique 
en p,t rien n’est changé en réalité à l'interprétation; on voit done 
qu'il suffit de se donner une courbe arbitraire y, mais comme l’équa- 
tion P(0,t)=0 doit être au moins de degré 3 en t et de degré 1 
en p, on voit que y est de classe au moins 4 en cas de dissymétrie, 
de classe 6 au moins en cas de symétrie. 

Une circonstance curieuse doit être signalée; même si l’équa- 
tion P{p.t) = 0 est indecomposable, il peut arriver que l’élimina- 
tion indiquée de p entre 


(1) P(p, ,) =0 P(p, tę) =0 
conduise à une relation 
(2) R (ty, tę) = 0 


décomposéte: alors nos conclusions sont vraies encore, pour le plan 
et les triangles de Poncelet, pour l'espace et les plans tritaugents 
à condition de conserver tous les morceaux de décomposition: on 
a une courbe /. décomposée, une surface S décomposée. En réalité, 
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quand les triangles ne se rapportent pas à un même morceau il 
y a intérêt à prendre chaque morceau de décomposition de / ou S, 
If"... et S, S”... Mais alors pour /” on a un polygone de Pon- 
celet, et pour S on n'obtient plus de plan tritangent: on a simple- 
ment sur © une cubique gauche lieu de points doubles, et, à partir 
de chaque point de cette cubique, une suite fermée de À chaînons 
consécutifs formée de segments de génératrices. Un exemple simple 
fait comprendre le résultat: supposons que C, soit le cercle x! +y?—1, 
que p et £ désignent respectivement p=e*, t=e, où y et 6 
les angles (Ox, OP), (Ox, OM); l'équation 


(3) pat 


peut être prise comme équation P(p,t)= 0; la relation entre t, et t> 
(ou 6, et 0,) est 


2% m 
(4) 0, — 6, =— 

nar 
où k est lun des entiers O, 1, Ż,...»; la courbe / se décompose 
donc en un ensemble de cercles /7,/,... concentriques au pro- 


posé et correspondant aux polygones réguliers de n + 1 côtés (ou 
d’un nombre de côtés diviseur de n +1): il n’y a plus à propre- 
ment parler de triangles, mais simplement des polygones de Pon- 
celet; la courbe y est ici une épicycloïde à n rebroussements obte- 


1 
nue en faisant rouler un cercle de rayon zg ST cercle de 
n , r i 
rayon nl auquel il est tangent extérieurement; le cercle x?+y?—1 


est celui quì a pour centre le centre du cercle fixe et est tangent 
a l’épicycloïde en ses n sommets. Si l’on considère maintenant deux 
coniques C, et C, qui ne sont plus bitangentes et admettent co! 
polygones de Poncelet de m côtés, chacun de ces polygones fournit 
une équation P(p,t) = 0 moins simple que p= t"#, mais condui 
sant encore à une relation décomposable entre f, et ty: cette fois 
on a la division des fonctions elliptiques et non plus des fonctions 
circulaires. 

Jai indiqué la solution générale des triangles de Poncelet pour 
une C,; je viens de montrer comment, pour certaines équations 
particulières P(p,t) — 0 la solution échoue pour les triangles pro- 
prement dits mais fournit des polygones. Je vais indiquer une 
autre particularisation des triangles: nous allons nous arranger pour 
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que / se décompose et et que un ou plusieurs morceaux isolés ad- 
mettent des triangles, tandis qu’à l'instant les côtés des triangles 
enveloppaient des morceaux différents. Le procédé le plus général 
consiste à écrire, pour réaliser ce cas particulier 

(5) P(ph=0  Q(,6)—0 

où Pa la signification déjà donnée, Q étant un nouveau polynôme 
arbitraire de degré r en {, p en 6; l’équation P= 0 est l'équation 
tangentielle de la courbe y déjà définie; l'équation Q(f, 6) — 0 est 
l'équation tangentielle d'une courbe y’ analogue, enveloppe de la 
corde joignant les points t et O de C,; de p origine, menons une 
tangente à y’, d'où l'extrémité 0: la corde (p, 6) enveloppe une courbe y, 
en général irréductible, dont l'équation tangentielle s'obtient en éli- 
minant ¢ entre les équations (5), soit 


(6) P(p, 8) = 0 
Opérons, par le procédé indiqué, sur y; autrement dit éliminons p entre 
(7) P(p,0,)=0 P (p, 6,) = 0 

d'où (8) R (6,, 6,) = 0 


L'équation Æ(0, 8,) = 0 admet d’abord les solutions (6,, 6,) prove- 
nant du système 

(9) Q(,8,)=0 = 0(%8,) —0 

Le morceau correspondant s'obtient en opérant directement sur y’ 
(au lieu de y); ce morceau enlevé, il restera à joindre deux points 
6,, 6, provenant d'une chaîne (p, t,. 6,) et d’une chaîne (p. ts, 6,) avec 
i, Et. La courbe / ainsi obtenue est de classe rqnp, car à 0,, 
correspondent r valeurs de t; A un # choisi correspondent g valeurs 
de p; à ce p choisi correspondent seulement x valeurs de t autres 
que t, et à ce #’ correspondent p valeurs de 6,. Chaque point de C, 


2, ia 
est sommet de La triangles et chaque tangente de / porte 


p(n— 1) triangles. En effet, peur un triangle 0, 6, 0a, il suffira de 
considérer le schéma 


0% aniele nin «Goo ete 0 at 02 
ne lata ino 0: 
ca EM A 


Il est nécessaire que 0, et 6,, 6, et 6; soient liés par le móme p 
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intermédiaire: le p a rg déterminations pour un meme 44; A p corres- 
n (nm — 1) 


pondent n valeurs de £,, autres que le £ primitif: cela donne 5 
combinaisons £, t, possibles une fois p choisi, t1 donne p valeurs 
prqn(n — l) 
ioni 
ayant leur sommet en 6,; une fois @, et 0, adoptés, il reste p (u — 1) 
choix possibles pour 65. 

La répétition de ce procédé consisterait à écrire 


GOA lo) OP Nb Te) ORPI où] OSTRA, (005 > 0 


L'élimination de py. p,...p, entre les h-- 1 équations (10) con- 
duirait à une relation 


de 9», et ti p aussi pour 6;; cela donne bien triangles 


P (p, 6) = 0 
sur laquelle eu recommencerait les raisonnements On a épuisé ainsi 
tous les cas possibles pour une courbe C, et les triangles de Poncelet. 


22. — Polygones de Poncelet relatifs à une conique. 


Nous avons rencontré, au paragraphe précédent, à propos des 
polygones réguliers, la propriété suivante: quand la courbe / obte- 
nue dans la recherche des triangles de Poncelet se décompose en 
[”,["",... il peut arriver que co! triangles aient deux côtés tangents 
à [” et le troisième tangent à /”, puis que la suppression de /” 
permette sur C, de revenir au point de départ par une succession 
de h tangentes à /” (A =4). Cette circonstance est l’une de celles 
qui permettent d'obtenir des polygones de Poncelet par opposition 
aux triangles. 

Au poiut de vue de l'application aux surfaces réglées, nous 
avons vu qu'il peut y avoir deux cas différents: avec une conique C, 
du plan et une cubique de l'espace nous n'avons à signaler que des 
chaînes de génératrices inscrites dans la cubique multiple et se re- 
fermant: elles ne donnent que des plans bitangents. On peut au con- 
traire avoir des surfaces réglées ayant des plans » fois taugents 
(n > 4) et donnant donc des polygones plans de Poncelet dans 
l’espace: les surfaces réciproques de celles que nous avons obtenues 
dans le premier cas nous donnent souvent des exemples du second cas. 

Amorgons le problème pour une conique Ć,; si la courbe [ 
peut se décomposer, une chaîne d’équations arbitraires 


(1) fi (ty, to) “= 0, fa (t, ta) CF 0, ... Fux Was t) = 0 
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définit une chaîne polygonale ouverte M, M,... M, dont les côtés 
sont successivement tangents aux courbes {(.../@) d’équation 
correspondante : l'élimination de ty, ty ...t,, fournit l'équation 
falta à) = 0 de la courbe /, enveloppe de la corde M, M, de fer- 
meture. On a ainsi, suivant que h=3 ou h > 3, une solution évi- 
dente des triangles et polygones de Poncelet pour C, et la courbe 
décomposée [[©... [*-0[%, Pour être banale, cette solution 
suggère néanmoins d'intéressants problèmes que Cayley n'a pas dé- 
daigné de traiter, M. Lebesgue a donné, aux Annales de Toulouse 
(1922) une belle démonstration géométrique des résultats de Cayley: 
si [®,.. [49 sont des coniques appartenant avec C, à un même 
faisceau linéaire, / ® se décompose en 2*-? coniques du même fais- 
ceau, et une permutation quelconque dans l'ordre des (k— 1) coni- 
ques [",... [*79 ne change pas le total des coniques résultantes. 

J'ai cité aussi des solutions banales, au fond de même espèce: 
soient une conique C, et une courbe /, de classe n (n > 3) four- 
nissant des triangles : chaque tangente à /, porte (n -— 1) triangles; 
prenons-en deux et supprimons le côté commun: on a un quadri- 
latere de Poncelet relatif à C, et [,, tı tt; tı; de même avec un 
nouveau triangle de côté tą ły, on pourra obtenir un pentagone... 
jusqu'à une certaine limite. Si donc nous pouvons réaliser divers 
circuits partant d'un point de C, pour y revenir, nous prendrons 
pour valeur du nombre des côtés du polygone le nombre minimum 
relatif aux circuits, à Vexclusion des autres. 

Les coordonnées du point courant de C, étant exprimées tou- 
jours rationnellement en £, nous obtenons des quadrilateres P, en 
éliminant les paramètres p, o entre les équations 


(2) f (p, t) = 0, $p(o, lą) = 0, W (p, oj = 0 


supposées algébriques entières, de degré respectif r, p,, s, pa, R, S 
en p, t, o,t;, p et o; en effet p, o étant choisis et vérifiant ÿ = 0, 
soient t, et #, deux valeurs det, correspondant A p, t, et t, corres- 
pondant à o: on aura-le circuit ż, t t tt, qui donne bien un qua- 
drilatère dont chaque côté enveloppe la courbe / d’équation 


(3) Fa 410 


obtenue par l'élimination indiquée; si les conditions de symétrie 
F(u, v)szg(u,v) et y (u, v) = y (u,v) sont réalisées, / est de classe 
r Sp,; sil y a dissymétrie, la classe est r Sp, + s R p. 
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Cet exemple, en cas de dissymétrie, est précieux pour nous 
montrer que certaines solutions sont défectueuses par certaines có- 
tés et qu'il y a désaccord entre certains considérations analytiques 
ou géométriques. En effet, nous voyons bien que la conique C, peut 
disparaître complètement et qu'il suffit de garder une chaîne de 
nombres t,, łą, ... t,-1, ty, ty tels que, dans cet ordre, chacun se dé- 
duise du précédent par l'itération d’une même substitution algébri- 
que. On doit done avoir, avec la même fonction f, qui n’est pas 
nécessairement symétrique 
(DATATE) ZUPA OA ZOP BR INIZIO 
Or le quadrilatere t, #,#; tt ne répond pas à la question car f, tt; 
fournit deux origines en t, etź, et une même extrèmité en #,, tandis 
qu'avec la définition analytique (4) l'extrémité d'un maillon doit être 
origine du suivant: cette objection toutefois tombe dans le cas de 
symétrie. 

Avec les conditions (4), les nombres t,, t,,... t, devront être 
solutions d'une même équation F(t, p) — 0, algébrique en £ et con- 
tenant un paramètre p; si f(t,, t) est du premier degré en tą, l'équa- 
tion F est abélienne, quel que soit p, par rapport à t, et réciproque- 
ment, toute équation abélienne fournit une solution du problème précis 
traité ici. Ea particulier, l'équation #P — p = 0, déjà citée, fournit 
les polygones réguliers. L'exemple des polygones de Poncelet rela- 
tifs à deux coniques non bitangentes fournit cette fois une fonction 
f(t,,t,) symétrique et du second degré en t, et t, séparément. Nous 
rentrons done, en supposant le degré de f en t, et t, quelconque, 
dans le domaine sì vaste de la résolution des équations algébriques. 
Je me contenterai donc de donner le moyen de fabriquer des so- 
lutions de plus en plus étendues à partir d'une solution déjà obtenue. 

Remplaçons un point f de C, par l’un quelconque des points 8 
liés à £ par l'équation arbitraire $(t,8)=0 de degré a en t et 
a en 0; chaque polygone t,t,...t,-jtyt, fournira a” polygones 
0, 0... 0,_1 0,0, relatifs à une nouvelle courbe /” dont la classe 
est celle de / multipliée par aa. 


23. — Triangles et polygones de Poncelet relatifs à une courbe 
quelconque. 


Dans tout ce qui a été dit jusqu'ici, la conique C, n’entre 
que comme moyen de figurer géométriquement la variation d’une 
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quantité numérique £; si donc en même temps que C, nous prenons 
une conrbe unicursale quelconque C, nous pouvons associer sur C 
et C, les points de même ż; tout triangle de Poncelet, tout polygone 
de Poncelet obtenu sur C, donne une figure correspondante, du 
même nombre côtés sur C, car il n'y a que les relations entre les # 
des sommets successifs qui interviennent; si, ensuite, sur un còne 
admettant C pour directrice nous construisons une courbe C” n'ayant 
qu'un point commun avec chaque génératrice du cône, donc uni- 
cursale aussi, nous avons une surface réglée S’ offrant les mêmes 
particularités que la surface réglée S, étudiée jusqu'ici, au point de 
vue des plans tangents multiples. Ici on peut encore dire que la 
relation /(t',t') =0 est une équation tangentielle de la courbe /; 
mais sur chaque corde (t, t”) de la courbe C, il y a lieu de con- 
sidérer trois espèces de points: l’origine t', l'extrémité t” et les points 
communs apparents, c'est à-dire les nouveaux points communs à la 
corde et à C: dans l'espace, sur la surface réglée ©’, ils ne corres- 
pondent pas à une intersection de C’ et de la génératrice. D'ailleurs 
si nous Considérons les surfaces réglées avec cubique gauche multiple 
il suffit de remplacer le point de vue, pris jusqu’ici sur la cubique, 
par un points non situé sur elle pour que la projection de la cubi- 
que soit non plus une C, mais une cubique C4. 

Pour une courbe quelconque C, au lieu de C, ou d’une courbe 
unicursale, on peut d’ailleurs faire intervenir chaque point, non plus 
par un seul nombre t, mais par deux nombres (x, y) liés par une 
relation algébrique. Done au lieu d'éliminer p entre P(p, ł,)=0 et 
P(p, t) = 0, pour les triangles, on peut éliminer X, Y entre 


a ae: Ta, Sync ZAR 

> (X,Y)=0, fn) =0 Fazy) =0 

et l’on aura la courbe / la plus générale admettant avec C des 
triangles inscrits dans C, circonscrits à / ; cela revient encore à intro- 
duire une courbe y auxiliaire d’équation tangentielle P[X, Y; z, y] =0. 
Il est inutile de recommencer les explications: la seule difficulté 
supplémentaire à surmonter se présente pour le calcul des entiers: 
classe de /, nombre de triangles ayant un sommet donné sur C, 
ou reposant sur une tangente de /. 

Le méthode s'applique évidemment encore pour des courbes 
d'équation transcendante, pourvu que le premier membre de l’équa- 
tion soit analytique. A ce point de vue il suffit de faire corres- 

14% 
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pondre sur une courbe algébrique ou transcendante C et sur une 
conique C, les points qui sur C ont une abscisse x et sur C, un 
paramètre unicursal ¢ égaux (ou encore les abscisses égales) pour 
avoir immédiatement des polygones sur C correspondants aux po- 
lygones obtenus sur C.. 

D'ailleurs le problème des quadrilatères, des pentagones ... 
pour deux courbes algébriques admet toujours des solutions en 
nombre fini pour deux courbes quelconques: un certain nombre 
d’entre elles sont des chaînes repliées partant d'un point d’intersec- 
tion ou du point de contact d'une tangente commune; nous avons 
étudié le cas où au lieu d'un nombre fini il y a un nombre infini 
de solutions. Dans le cas d’un nombre infini, les chaînes repliées 
se terminent en deux points d’intersection ou en deux points de 
contact des tangents communes si # est pair, en deux points d'espèce 
différente si n est impair, exactement comme dans le cas des coniques. 


Sur quelques familles de quadriques atta- 
chées aux points d'une surface. 


Par 


Lucien Godeaux. 
Professeur a l'Université de Liège. 


Si lon considère la représentation des droites de l’espace or- 
dinaire Ss par les points d’une hyperquadrique Q d’un espace li- 
neaire à cinq dimensions Sz, le complexe des tangentes à une 
surface (x) de S a pour image une variété à trois dimensions de Q 
formée de co? droites. La congruence formée par ces droites admet 
comme surfaces focales les surfaces (U), (V), qui représentent les 
tangentes asymptotiques de la surface (x) MM. Bompiani!) et 
Tzitzeica 2) ont fait voir que les surfaces (U) et (V) sont les trans- 
formées de Laplace l’une de l’autre. Cette propriété a été utilisée 
depuis dans différentes recherches par les auteurs cités 3), par 
M. Fubini4), par M. Terracini5) et par nous-móme*). Nous 


1) Bompiani. Suil'equazione di Laplace (Rend. del Circolo matem. di 
Palermo, 1912, t. XXXIV, pp. 383 — 407). 

2) Tzitzeica. Géométrie différentielle projective des réseaux (Paris, Gau- 
thier-Villars, 1924). 

3) Bompiani. La geometria delle superficie considerate nello spazio ri- 
gato (Rend. della R. Accad. dei Lincei, 1° sem. 1926, pp. 395 — 400). Ancore 
sulla geometria delle superficie considerate nello spazio rigato (ldem. 2° sem. 
1926, pp. 262—267). I fondamenti geometrici della teoria protettiva delle curve 
e delle superficie. Appendice II* alla Geometria proiettiwu differenziale di G. F u- 
bini e E Cech (Bologne, Zanichelli, t. II, 1927). Voir aussi les applications 
à la théorie des congruences W dans l'ouvrage cité de M. Tzitzeica. 

4) Fubini. Sulla geometria di una superficie nel gruppo protettivo e nel 
gruppo conforme (Rend. R. Accad. Lincei, 1° sem. 1927, pp 373—377). 

5) Terracini. Sulla teoria delle congruenze W (Rend. R. Istituto Lomb. 
1927, pp. 657—674). Nuove ricerche sulle congruenze W (Atti R. Istituto Veneto, 
1928, pp. 179—196). 

6) Godeaux. Sur les lignes asymptotiques d'une surrace et l'espace réglé 
(Bull. Acad. roy. de Belgique, 1927, pp. 812—826, 1928, pp. 31—41). Sur les 
surfaces ayant mêmes quadriques de Lie (Idem, pp. 158—186). 
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avons en particulier montré que la suite de Laplace déterminée par 
les surfaces (U), (V) est autopolaire par rapport à l'hyperquadrique Q 
et nous en avons déduit l'existence d’une famille de quadriques 
attachée en chaque point x de la surface (x). La premiere surface 
de cette famille est la quadrique de Lie; deux surfaces consécutives 
de cette famille se touchent en quatre points. Nous nous proposons 
d'étendre ces propriétés de la manière suivante: Nous considérons 
une congruence W ayant la surface (x) comme surface focale; les 
points de Q images des droites de cette congruence forment une 
surface (J) conjuguée à la congruence des droites U V et cette sur- 
face (J) donne naissance à une suite de Laplace inscrite dans celle 
dont font partie les surfaces (U),(V). Cette nouvelle suite de Laplace 
donne naissance à deux familles de quadriques attachées en chaque 
point de la surface (x). Nous étudions ces familles dans leurs re- 
lations entre elles et avec la famille contenant la quadrique de Lie 
dont il a été question plus haut. Nous associons ensuite à la con- 
gruence W ayant pour image la surface (J). deux congruences 
dont nous déterminons les éléments focaux. 

1. — Soit (x) une surface de S, rapportée à ses asyinptoti- 
ques u,v. Les coordonnées homogènes 2, ty, xz, x, de Wilczyński!) 
d'un point z de (x) satisfont au système d'équations aux dérivées 
partielles complètement intégrable 


a 4 2ba + c, a = O, 
x | 2axz" -+ c x = 0, 


où lon a posé 
x 


ik 


Qu! Cv" 


Nous supposerons qne la surface (x) n'est pas réglée, ce qui 
revient à supposer que les fonctions a, b de u,v ne sont pas iden- 
tiquement nulles. 

Les coordonnées radiales de la tangente asymptotique en un 
point x à la ligne « (sur laquelle « varie) sont 


4 10 10 ; a 
Uto AT) "m TT; 3 (2, KM, 2. 3, 4). 
Nous éerirons en abrégé 
DE Tera: 


1) Wilczyński. Projective differential geometry of curved surfaces Trans. 
Americ. Mathem. Society, 1907, t. VIII. pp. 233—260; 1908, t. IX, pp. 79—120). 
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Les coordonnées du point U de Q satisfont à l'équation de 
Laplace 


(1) U": — (log. b)91 U10 — 4 ab U = 0, 


où Pon a posé 


o'tt U 
{ha |" fo Ma 
as du dv"? 
(log. b)91 = a (log. b). 


De même, la tangente au point x à la ligne asymptotique v 
est représentée sur Q par le point 


VA i 
dont les coordonnées satisfont à l’équation de Laplace 
(2) PH — (log. a)! VA — 4abV=0. 
On a d’ailleurs 
U1 + 26bV=0, 


VU 4L2aU=0. 
Posons | 
22 
— = A SRI kk DY 
a= WEP (log. b) + 4ab (log. b)!  4ab, 
h = — (log. bh,)™ + hy, 


h, = — (log. bh, hg ... dn)! + hi. 


et 
k, = — (log. a) + 4 ab, 
k, = — (log. ak,)** + ky, 
k, = — (log. ak, ky o.. ka)! 4 kai- 


Les invariants relatifs de Péquation (1) sont À, et 4ab, ceux 
de l'équation (2) sont 4ab et k,. 
Appelons 
U, = U® — (log. b)! U, 
U, = U¥ — (log. bh,)°! U, 


U, — UA og Di. LR JU U,_,„..4 


216 


les transformés de Laplace successifs de U dans le sens des », 


V, = V!° — (log. a)!° V, 
V, = VX — (log. ak,) V,, 


V, = A FA (log. ak, ka 050 Lai Lu 000 


ceux de V dans le sens des u. 
Les points U,, V, satisfont respectivement aux équations de 
Laplace. 
Ur — (log. bh, hą ... ha)?! UL — h, Un = O, 


Vu (log. ak, ka... k)o V% — k, V, = 0, 


dont les invariants relatifs sont h,, h,_, kj la premiere, k,, kt 


pour la seconde. 
La suite de Laplace ... U,... U, UVV,... est autopolaire par 
rapport A l’hyperquadrique Q. D’une manière précise, 


les points ont pour hyperplans polaires 
U, 1488 LEE Va Viti Va n+23 
U, VV, V, V sv 
U, UV V, y, Y, À 
U UUV VS VS 
4 URU CUYA; 
Vi Us U, U, UV, 
| 4 U. To di U. PUP 


Les plans U,U,,, Ungo et Vn V,,, Vago sont done conjugués 
par rapport à Q et les sections de cette hyperquadrique par ces 
plans représentent deux demi-quadriques de même support ©, de S;. 
En particulier, les sections de Q par les plans UU, U,, VV, V, re- 
présentent deux demi-quadriques ayant pour support commun la 
quadrique de Lie ©. 

La famille de quadriques ©, ©,, D,,..., ,... attachée au point r 
(supposé non parabolique) de la surface (x), possède les propriétés 
suivantes: 

1) Deux quadriques consécutives ©,, ©,,, se touchent en 
quatre points. 
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2) Lorsque x décrit la surface (x), ces quatre points appar- 
tiennent à l'enveloppe des quadriques ©,, ©,,, et sont des points 
caractéristiques de ces quadrignes. 

Mous supposerons dans la suite, pour fixer les idées, que la 
suite de Laplace ... U, V... est illimitée dans les deux sens. 

2. — Considérons une tangente j au point z à la surface (x) 
engendrant, lorsque x varie, une congruence W. Le point J, image 
de la droite j sur l’hyperquadrique Q, engendre une surface (J) 
conjuguée à la congruence des droites UV. Par suite, on a 


J=AU— uV, 
les fonctions À, u de u, v satisfaisant aux équations 
u" + 2bA=(, A+ Zau =0. 

Les coordonnées du point J satisfont à l’équation de Laplace 
J11— (log. u)?! 71° — (log. A)!° J01— [4ab — (log. A)!° (log. u)®!|] J=0Q, 
dont les invariants sont 

H = — (log. u)! + 4 ab, 
K = — (log. A)! + 4 ab. 
Le transformé de Laplace dans le sens des v du point J est 


donné par 
oit. € 
Je! — (log. u)?! J = À IE 3) U + U, | 


Nous représenterons ce point par J, et nous écrirons, pour 
déterminer ses coordonnées, 
AJ, = J’ — (log. u)’ J. 


Les coordonnées du point J, satisfont à l'équation de Laplace 


ol 
JE (log ca A 0) 
dont les invariants sont H et 
11 
H, = — (log. Se + H. 


Nous désignerons par J, le transformé de Laplace de J, dans 
le sens des v et nous écrirons 


01 
ife scio (log o) Fa 
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Plus généralement, nous désignerons par Ja, J,....,J,,... les 
transformés successifs de Laplace de J; dans le sens des v. Nous aurons 


H H, BOL ak" 
A 


Je psg) (log guai 


moyennant 


H,= — (log SEA oral =" nr 


| +. 


Les coordonnées de J, satisfont a l’équation de Laplace 


H Bi Dita LE TRES w 
po pra mad) J” — H, J, = 0, 


Ji — (log 
dont les invariants sont H,_, et H,. 
Le transformé de Laplace de J dans le sens des u est 


Je — (log. A)? J = — u (Log | V + V| 


Nous réprésenterons ce point par 
— uJ = J” — (log. AJ! J. 


Nous désignerons ensuite par J/_,,J_4,..., J_, les transformés 
de Laplace successifs de J_, dans le sens des u. En définissant les 
nombres K,, K,,... par la formule 


grana fe 
TT 


11 
K, =— (log + Kas 


nous aurons 


10 
EAT 


Les coordonnées de J_, satisfont 4 l’équation de Laplace 


+ 1 > 
Pa R AE a 
u 


JE, — 
dont les invariants sont K,_, et K.. 

La suite de Laplace ...J_,...J_,...JJ,....J, est comme on 
sait inscrite dans la suite ... Vp... V VUU, ... Un... D’une manière 
précise, le point J_, appartient à la droite V, Vn et le point J, 
à la droite U, U. .. i 
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3. — Désignons par P, le pôle de l’hyperplan J, 39; JJ i41 Ji 
par rapport a l’hyperquadrique Q On sait que les points P, forment 
une suite de Laplace circonserite à la suite ... UV... 

Nous pouvons obtenir une expression de P, ou P de la ma- 
nière suivante: 

Représentons par M,, M,, M,, M, les points de Q images des 
arêtes du tétraède xx!° x°1 x11 distinctes des tangentes asymptotiques 
calo, xx’! en posant 

Vi rei e 2 A es à 
WEG EL me IT 
Tout point de S; peut être représenté par 


Pie U+ Pis V + Pia M, + Pos Me + py, Ms + ps, Mi. 


Nous dirons que les quantités p,, sont les coordonnées locales 
de ce point. 
En particulier, on a 
J = M, — M, — (log. n) LU, 
Ja = M, + M, — (log. X)" V, 


J H u 01 
J, = — |(log. u)” + 2(a!° + e,) — (log. u)’ (log zo) | U+ 4ab V 
Ri (log. nale (M, —-M)t2M, 
J a= — |(log. A)? + 2(b%1 + c,) — (log. A)! (log ak | V--4abU 
i u, 


| 74 %\ 10 
— (log. KA | (M, +M)+2M,. 
| TT 


Posons 
Q (p, Q) = Pie 934 + 22. F Ps4 Da: 


de sorte que l’équation de Q en coordonnées locales soit 


Q(p, p) = 
Les coordonnées locales du point P doivent satisfaire aux 
équations 
OJ Z. (i = — 2. — 1, 0, 1, 2). 
On en déduit 


P = (4abA — Biu) U4 (tabu — aA) V4 A0 (M, + M) + p! (M, — M, 
RNA, — 2uH,, 
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moyennant 
Do 2 (log A)?9 -|- (log. 4) —- 4 (501 c,), 


ai ZPO 
2 Bi = 2(log. m)? + (log. u) + 4(a!° + cy). 
Observons que les hyperplans J_„J_, JJ; Ją, J_, JJ, Ją Js ont 


en commun l’espace linéaire à trois dimensions J_,JJ;,J,. Par cet 
espace, passe un hyperplan contenant U, et par suite, U,, U, V, V,, 
c'est-à-dire l'hyperplan polaire de V par rapport à Q. Par suite, la 
droite PP, passe par V. De meme, la droite P_, P passe par U et, 
d'une maniere générale, la droite P,P,,, passe par V,, la droite 
PtP e par U;. 

4. — Considérons le plan JJ, Ją. La section de Q par ce plan 
reprósente une demi-quadrique dont nous dćsignerons le support 
par W. La demi-quadrique complémentaire a pour image la section 
de Q par le plan PP, P, conjugué de JJ, Ją par rapport à cette 
hyperquadrique. La droite PP, passant par V et la droite P, P, 
par V,, le plan PP, P, contient la droite V V,. Celle-ci est tangente 
en V à l’hyperquadrique Q. D'autre part, les sections de Q par les 
plans UU, U,, VV,V, representent les demi-quadriques ayant pour 
support la quadrique de Lie attachée au point x Les plans UU, U, 
et JJ,J, ont en commun la droite /,J, qui coupe Q en général 
en deux points distincts. Par suite la quadrique W se raccorde à la 
quadrique de Lie © suivant la droite zz”! et rencontre encore cette 
quadrique suivant deux génératrices de l’autre mode. 

Considérons maintenant le plan J,J,J, et son conjugué P, P, P, 
par rapport à Q. Les sections de Q par ces plans représentent deux 
demi-quadriques ayant pour support commun une quadrique 44. Le 
plan P, PF, P, contient la droite V, V,, le plan J, Ją J rencontre le 
plan UU, U, suivant la droite J,J,, par suite les quadriques 4%, 
et © ont en commun quatre droites et deux de ces droites appar- 
tiennent également à W. 

Les quadriques W et Y, ont en commun quatre droites: deux 
appartienneut également à ©; les deux autres ont pour images les 
sections de Q par la droite P, P}. 

Plus généralement, désignons par W, la quadrique support 
des demi-quadriques ayant pour images les sections de Q par les 
plans J, Ji Js, Pa Pupi Pago- Le plan P, P. 4 Pago contient la droite 
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Va Vapi, par suite il existe deux droites (génératrices d'un même 
mode) communes aux trois quadriques W, Pai, ©,. 

D'autre part, les plans Jn Jn Japi, Jn Japi Jaga, Cai Un Unti 
ont en commun la droite J,J,,,, par suite les quadriques W, ;, 
W, et ©,_, ont deux génératrices du même mode en commun. 

Observons enfin que les quadriques W,_,, W, ont en commun 
les quatre droites dont les images sont les sections de Q par les 
droites J, Jupi; Pa Pagi: 

Nous avons ainsi attaché au point x (non parabolique) de la 
surface (x) et à la tangente j à cette surface en ce point, une suite 
de quadriques W, W. W,,..., Wase.. telles que deux quadriques con- 
sécutives se touchent en quatre points. La premiere quadrique W se 
raccorde à la quadrique de Lie le long de la tangente à l’asympto- 
tique v. Deux quadriques consécutives W,_,, W, ont en commun 
deux génératrices de meme mode appartenant à la quadrique P,_,. 
La quadrique W, a en commun avec les quadriques @,_;, ©, deux 
génératrices de l’autre mode. 

Dans notre note sur les lignes asymptotiques des surfaces citée 
plus haut, nous avons démontré que l'enveloppe d'une quadrique 
telle que 24,, lorsque u et v varient, est le lieu des points communs 
aux droites ayant pour images les sections de l’hyperquadrique Q 
par les droites J, Ja}; et P, P.+ d'une part, par les droites J,,,J,.;, 
P,_, P,49 d'autre part. Il en résulte que l'enveloppe des quadriques W, 
se compose de deux nappes, l’une touchée en quatre points par les 
quadriques appartient à l’enveloppe des quadriques #, ;; l’autre, 
touchée également en quatre points par les quadriques, appartient 
à l'enveloppe des quadriques YW, ,,. 

En considérant, au lieu des plans JJ, Ją, Ji Ją J4,..., les plans 
JJ ı Ja, J_iJ_2J_3,..., on obtient une seconde famille de quadri- 
ques analogues à la famille W, W,,... Nous désignerons ces quadri- 
ques par W” W;,... La quadrique YW” se raccorde à la quadrique 
de Lie le long de la droite zz". 

Nous pouvons résumer les résultats obtenus dans l'énoncé suivant: 

Etant données une congruence W et une surface focale (x) de 
cette congruence, à chaque point x de la surface (x) sont attachées trois 
familles de quadriques: 

1) Une famille de quadriques ©, ©,, D,,... dont la première 
est la quadrique de Lie de la surface (x). Deuv quadriques consécu- 
tives se touchent en quatre points. 
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2) Une famille de quadriques W, W,, W,,... dont la première 
se raccorde à la quadrique de Lie le long d'une droite tangente en x 
à une asymptotique de (x). Deux quadriques consecutives de la famille 
se touchent en quatre points. Les quadriques W,_,, W, Pai, ont en 
commun deux génératrices de même mode et les quadriques Y,, P., ©, 
deux generatrices de l'autre mode. 

3) Une famille de quadriques W. Wi, W,,... analogue à la pré- 
cedente et dont on obtient les propriétés em permutant, dans l'énoncé 
précédent, les rôles des deux modes de génératrices des quadriques P, 
Pi, Dy, ... 

Dans ce qui precede, nous avons d'ailleurs supposć la suite 
de Laplace ... UV... illimitée dans les deux sens S'il en était autre- 
ment, les familles de quadriques ne contiendraient qu'un nombre 
fini de surfaces. 

On peut encore observer que si la congruence W considérée 
a ses deux surfaces focales confondues, c’est-à-dire si la droite j 
coïncide soit avec xx1°, soit avec xx”! les quadriques W,, W; coïn- 
cident avec È,. j 

5. — On peut former les équations des quadriques W, 4’ de 
la manière suivante. 

Un point quelconque du plan JJ, Ją a des coordonnées de 
la forme 


(1) Eo J + Ei Ji + €249, 


et la section de Q par le plan considéré est le lieu des points 
donnés par 


O (Es J + + Ją + E J3, É0 7 + EJ sla Ea Ją) = 0, 


c'est à dire par 
(2) 26, (8,6, — XE) + [é — (log. SE) g= 0. 


Tout point de 5, a d'autre part des coordonnées de la forme 


cei + rz + aa, Lrilz,. 


Nous dirons que 24, 2, 23, 2, sont les coordonnées locales du 
point considéré. Cela étant, la droite de S, représentée par le point (1) 
de Ss, Žo, 61; È, satisfaisant à (2), a pour équations en coordonnées. 
locales 
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SET 1/62 È Za +2, (log =) | = 


U Eo 24 + 123 — 65 (22, + 4 abzy + z; (log. =) | = (1) 


En éliminant les £ entre ces équations et l'équation (2), on 
obtient l'équation de la quadrique W: 


2 u Biz? — 4A (212i — 242, |- 2 abz?) + (22, + 2, (log. u) 1 = 0. 
De même, l'équation de la quadrique W” est 
2Xa,27 — 4u(2,2, — 2523 + 2abz?) + A[22 + 2, (log. À) = 0. 


Les quadriques W et W” ont en commun la droite j, dont les 
équations en coordonnées locales sont 


2 = 0, uz, +-Azg=0, 
et une cubique gauche d’équations 


| Za Us + A2g | 


2 


42 4X2z,—4u%z, — ue, [2 8, + (log. u)1] | = 0. 


| 4zg 4pz, —4AV2; — Àz [2 æ, + (log. A)!9] | 


Cette cubique gauche passe par le point x (z, =2 = 2, = 0). 
Elle est en général irréductible. 

Considérons maintenant deux surfaces W,, W,. Les plans 
JĄ Japa Jago et P Pnp Puy» Ont en commun un seul point, J,,,. 
Ce point n'appartient pas en général à l'hyperquadrique Q. De meme, 
les plans J, Jin dt et P, Papi Ps ont en commun le seul 
point J m4 qui n'appartient pas en général à Q. Par suite, les 
quadriques W., Wi n'ont aucune droite en commun et se rencontrent 
en général suivant une courbe gauche du quatrième ordre. 

6. — A la congruence W formée par les droites j, on peut 
associer des couples de congruences de la manière suivante: La 
droite J,J_, n'appartient pas en général à Q et rencontre cette 
byperquadrique en deux points. Ces points représentent deux 
droites de Sy qui, lorsque le point x décrit la surface (x), engen- 
drent deux congruences associées à la congruence (7). Nous nous 
occuperons des deux premières congruences ainsi obtenues, en fai- 
sant n = 1. 
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Les points de rencontre de la droite J, J_, avec @ sont 
T, = J, +J- = 2 M, — (log. p)” U — (log. A)! V, 
T, = — J, + J = 2 M, + (log. 1) U — (og. \)!° V. 
Le premier de ces points représente une droite 4 de Ss pas- 
sant par x, le second une droite ż, située dans le plan zz" x! 
tangent à la surface (x) au point z. Les droites ż,, tą sont d'ailleurs 
conjuguées par rapport à la quadrique de Lie ©. 
Dans la congruence (j), les foyers de la droite j sont le point x 
et le point 


y = (u — A) z LH 2 A x! —. 2 u æ°1. 
Les plans focaux de cette droite sont, en coordonnées locales, 


2 =0, 2(u2 HA 23) + A1 01), = 0. 
Les équations locales de la droite £, sont 


(log wO (loga) © = 20 


et cette droite appartient donc au second des plans focaux de la 
droite j. Les équations locales de la droite żę sont 
zı =0, 22, + 2 (log. A)" + 2, (log. u)” = 0. 

Cette droite appartient au plan focal z, = 0 de la droite j et 
passe par le foyer y de cette droite. 

La détermination des points et des plans focaux des droites 
t,,t, peut se faire de la manière suivante. Envisageons la congru- 
ence (t,) et la surface (7,) qui la représente sur Q. Aux dévelop- 
pables de la congruence (t,) correspondent sur la surface (77) des 
courbes dont les tangentes appartiennent à Q. La détermination des 
plans focaux et des foyers d'une droite (£,) revient donc à celle 
des tangentes en 7, à la surface (7) qui appartiennent à Q. Les 
points de rencontre de ces tangentes avec la droite 74 TY sont 
donnés par 


(1) O(ETP +n T, ETP -+n TY = 0. 
Nous avons 
b b 01 
TR = [tal + 25 7 (log. = | U — [(log. A}? + 2(c, + 25%) — 
— 2b(log. u)")V — (log. A)” (M, + M,) + 2 M,, 
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10 
TA — È ab +2al (log 5) | Dl dog. UD È 20%) — 
— 2a (log. A)"] U — (log. u)” (M, — M,) + 2M,. 


L'équation (1) devient donc 


la, +23 (log 2) |e+2|04 (iog. | — al (log. SIE 
x È + 2a (log e) È = 0. 


L’équation donnant les points de rencontre de la droite P} TP 
avec les tangentes au point 7, a la surface (7,) et appartenant à Q, 
est de même 


fee „erp fe e (e E 


S7 
10 
rd |g. -== 2a (log s) | n° = 0. 


Désignons par &,, m1 et Ë1,"m les racines de l'équation (2). Les points 
Sali nano È TY + na TT 
représentent deux droites de $, qui rencontrent la droite £, aux 


foyers et qui déterminent avec cette droite les plans focaux. 
Les plans focaux de la droite t, sont par suite 


Quito — 26124 — 2, (È; (log. A)” — n; (log. u)"]= 0. (= 1,2) 


Les foyers de la droite #, ont pour coordonnées locales 


Ej afos ze 26 (log. ©) | l&+| 


(2) 


(3) 


(log. X)? (log. 1)” 


10 
— Bab — 4a (log. z) | 


Dès = — 2n, (log. À)", oz, = 4m; 


Mis PZ = — 2? n, (log. u)”, (2 = 1,2) 


Si nous désignons par Ë;,"; et £;, 2 les racines de l’équa- 
tion (3), nous trouvons de même pour les foyers de la droite ży, 
pz, = $; (log. A)” + ni (log. m)”, pas = —26;, (i= 1,2) 
=" =, 
pz; = — 2, ZM 
et pour ses plans focaux 


2, [E; (log. X)" + n: (log. u)"] — 


Rocznik Pol. Tow. Matem. 15 
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— 2, [E (dog. A}? + 26 (log. p)" + 2e} + 
; uf a" S=12) 
+ 2an; g TA (log. z) | 

, A po ' 02 
Ez |25 {2a — (\og A |-+ n {og a)? + 
+ Ża(log. A)” + 2 czjj = 0. 


On peut donner une construction géométrique des droites ty, t. 

Les quadriques YW, W, se touchent eu quatre points sommets 
d'un tétraèdre dont quatre arêtes appartiennent aux deux quadriques. 
Les deux autres arêtes sont les droites communes aux quatre com- 
plexes linéaires dont les secondes images sont les points J,, Ja} 
P,, Pa. L'espace linéaire à trois dimensions déterminé par ces points 
coupe Q suivant l'image d’une congruence linéaire ayant ces deux 
arêtes comme directrices; cet espace contient les points 74, 74, donc 
les droites £, ł, s'appuient sur les deux arêtes en question. On peut 
répéter ce raisonnement en considérant les quadriques YW”, Wi. 
Par suite : 

Les droites t,,t, s'appuient sur les arêtes des deux tétraèdres 
ayant pour sommets les points de contact des quadriques W, W, d'une 
part, des quadriques W', Wi d'autre part, et nappartenant pas à ces 
quadriques. 

On observera que si la droite j coïncide avec une des tan- 
gentes asymptotiques de la surface (x), les droites t,, łą coincident 
avec les directrices de Wilezyński de cette surface. 


Liége, le 28 mai 1928. 


Sur quelques points de la théorie de 
la longueur. 


Par 
S. Gołąb (Cracovie). 


Je démontre dans cet article le théorème suivant (8 3): 

Si {C,) est une suite de continus rectifiables ayant comme limite 
au sens de Hausdorff un continu C, alors on a 

wa int longueur C, > longueur C. 

Je prouve ensuite deux généralisations de ce théorème ($ 4 et 5) 
que j'utiliserai dans un article ultérieur. 

J’obtiens comme conséquence de ce théorème une condition suf- 
fisante ($ 7) pour que la longueur du continu C, tende vers la longueur 
de C lorsque C, tend vers C au sens de Hausdorff d'où résulte 
immédiatement un théoreme antérieur de M. Wazewski. 

Le paragraphe 6 contient un corollaire rentrant dans l'Analyse 
fonctionnelle. 

Pour les raisons de la clarté la démonstration du théorème 
du $ 3 est précédée par quelques théorèmes préliminaires ($ 1 et 2). 

L'idée d'examiner le sujet du présent travail mest venue 
à l’occasion de l'étude d’un problème posé par M. Wazewski. 
C'est le premier théorème du $ 7 qui présente la solution du pro- 
bleme en question. 

Notations. À et B étant deux ensembles nous désignons par 


A.B, A+B, A—B 
respectivement la partie commune de A et B, leur somme et leur 
différence. 

A=0, ACB, ae4 
veut dire que respectivement: A est un ensemble vide, À est une 


partie de B, a est un élément de À. 
15* 
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a, b étant deux points et À, B deux ensembles (non vides) de 
points, nous désignons par 
p(a,b) la distance de ces points. 
p(a, A) la borne inférieure de p(a, x) lorsque x varie dans A. 
p(A, B) la borne inférieure de p(x, B) lorsque x varie dans A. 
px (A, B) la distance entre A et B au sens de Hausdorff!) 
c.-à-d. le plus grand des deux nombres suivants: 

borne supérieure de p(y, À), où ye B, 
borne supérieure de p(x, B), où xe À. 

m(A)= mA désigne la mesure de A au sens de Lebesgue. 
long A = longueur de A ?). 
g(t) étant une fonction définie dans un intervalle A, g(4) désigne la 
classe de toutes les valeurs g(t), que Pon obtient lorsque # varie dans A. 

Soit 

G (t) = 49: (), --.; 9.(£)) 

un point mobile de l'espace cartósien A n dimensions (n>>1). Nous appe- 
lons 3) G(t) transformation absolument continue lorsque les fonetions 
g.(t) (composantes de cette transformation) sont absolument continues. 

Si la transformation G(ż) est définie dans un intervalle A et 
si A(_4, alors G(A) désigne la classe de tous les points G(t), que 
Von obtient en faisant varier ż£ dans A. 

Si LC G(4), alors G*(L) désigne la classe de tous les £ pour 
lesquels le point G(t) appartient à L. 

Nous posous enfin 


CU y ab. 


On sait que, G(t) étant une transformation absolument continue 
dans 4, |G'(t)| existe presque partout dans 4. 
$ 1. Théorème. Soit {g,(t)} une suite de fonctions définies dans 
un intervalle fermé et borné À qui satisfont aux conditions suivantes: 
1° lg, (t) — g, (0) Zkit — t”, lorsque t et t” appartiennent 
AUS 2 0) 


1) Hausdorff, Grundrüge der Mengenlehre, 1 edition p. 293. 

?) Comme nous ne traiterons que des parties des continus rectifiables 
toutes les définitions (Janzen, Peano — Gross, Caratheodory, Wazewski) de la 
longueur sont compatibles. 

3) D'après M. Wazewski (cf. T. Ważewski, Contribution à la théorie de 
la longueur. Annales de la Soc. Pol. des Math. T. VII). 


229 


2° lim g,(f) = g (t), lorsque t appartient à À. 
v|oo 
Soit A une partie mesurable de A. Ceci ćtant on a: 
ting Ww a I 


Ce théorème reste encore vrai si l’on suppose que les fonctions g,(t) satisfont 
à la condition que voici: 

1°. A tout e > 0 correspond un ô positif et independant de v, tel que 
m [g„(4)] Le lorsque m(4) LO. 

2° les fonctions g,(t) sont continues et tendent uniformément vers g(t). 

L'exemple qui suit, montre à quel point les conditions précédentes sont 
essentielles. 

Considérons une suite de divisions (D,) de l'intervalle [0, 1] en un nombre 
pair d’intervalles fermés consécutifs. Arrangons- nous de façon que le mazi- 
mum des longueurs des intervalles de la division D, tende vers Zéro lors- 
que v + o, 

Désignons par B, l’ensemble - somme des intervalles pairs de la divi- 


[o e] 
sion D,. Soumettons les divisions D, à la condition 2 m(B,) < 1. 
CYMI 
Nous désignons par g,(t) la fonction 
1° constante dans tout intervalle impair [a, 8] de la division D, et égale à a. 
2° linéaire dans chaque intervalle pair de D,. 
Les fonctions g,(t) sont absolument continues et tendent dans [0, 1] uni- 
formement vers g(t) = t. 


Posons A= [0, 1] — Żb,. Ona mg(4)=m(A)>0, mg,(4)=0, done 
v/1 
lim inf mg, (4) < mg(A.. 
y/oa 


La démonstration de ce théorème sera ramenée à quelques lemmes 
que nous énoncerons sous l'hypothèse que les prémisses du théorème 
précedent sont vérifiées. 
Remarques. On observe facilement que 
a) gE) — gS kle — t'h, 
B) les foncticns g(t) et g,(t) sont absolument continues, 
y) on a presque partout dans À |g'(t)|Zk, |g, (t) | Zk, 
(v/1, 2,...), 
6) les fonctions g,(t) tendent dans 4 uniformément vers g(t)1). 
Lemme 1. Si e > 0, il existe une somme finie d'intervalles 
partiels de À et disjoints 


S—S, + 6, +...+-5,, 


1) Ascoli, Mem. Accad. Linc (3), 18 (1884) p. 545/80. 
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telle que 
m(A- S)+m(S — A)< e! 
Lemme 2. Si 
IFE) — FENS kt — t 
pour toute couple , t” des points appartenant à 4, alors 
(1) mf(A)Y<km (A) 


Démonstration. On a 2) 


(2) mf(A) = SU Lee dt Z <J f'(t)| dt. 


En raison de la Remarque y) on o 
(3) [rar m(4) 


A 
(2) et (3) impliquent (1). 
Lemme 3. O étant une partie mesurable de A on a 
(4) mg, (4) — mg,„(S) gk[m(4— S) +m(sS— A)]. 
Démonstration. On a 
9, (5) = 9, (S. 4) + 9,(5 — A) 


| mg,(A)>mg,(SA) 

| mg, (S) 2 mg, (SA) 

Du Lemme 2 découlent les inégalités: 

mg, (4) < mg, (SA) + ma, (4 — S)< 

| <mg, (54) + km(A — 8) < 
"mg,(S4) + km(4 — S)+ km(S— A) 

mg,(S)=mg, (SA) + km(A— SS) + km(S — A) 

De (5) et (6) resulte (4). 


(D) 


(6) 


1) On couvre À par une somme d'intervalles disjoints 2 = S, + 5, +-..., 


telle que m(2 — À) < si On garde un nombre fini des intervalles S, de façon 


e a r e KJ LI e 4 E 
que la somme des mesures des intervalles supprimes soit inférieure à =. 
ld 


3) T. Wazewski, Contribution etc. 1. c. Théorème 1, p. 25 — par ku(f) 
uous dósiunons le nombre des solutions en u de l'équation J(u) =/(t), où ue À. 


Nous posons ie e lorsque ł,(£) n’est pas fini. 
ka (t) 
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Démonstration du Théorème. 
a) Cas particulier. À = S est une somme finie d'intervalles 


disjoints $, + Ś, +...+ S- Il s'agit de prouver que 
(7) lim inf mg,(S)>mg($). 
pjo 


Si quelques uns des g(S,) se reduisaient à des points, il suffirait 
évidemment démontrer le théorème relativement à la somme des 
autres S„. Nous supposons donc qu'aucun g($,) ne se réduit à un 
seul point. Chaque g($S,) est, par conséquent, un intervalle. 

Soit e > 0. Soit 7, un intervalle contenu à l'interieur de g{S,) 
Cr 45432304 et teque 


m (g (Sa) — Tx) = = 
p 
On a apparemment 
(8) 0 < mg(S) — u( X T,) <e 
al 


D’après la Remarque 0) il existe un indice v° à partir duquel 
ŁY TT gra” a 
i CE JA SX 


De la et de (8) on a 


lim inf mg,(S) > m (9% y T, ) >mg(S)— e, 
y/oa 
zu! 


d'où résulte (7), car e est arbitraire. 
B) Cas général. Soit e > 0. D'après le Lemme 1 il existe 
une somme finie S d'intervalles disjoints, telle que 


m(A- S)+m(S — A)=e 
d'où on obtient en vertu du Lemme 3 (qui subsiste pour g(t)) 


mg(S)—ke< mg,(À), 
mg(4) — ke S mg(S) 
et de là selon (7) 
lim inf mg, (A) = lim inf mg,(5) — ke > 
p|oo v/o 


> mg(S)— ke $ mg'A)— 2ke, 
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d'où il s'ensuit que 


lim inf mg, (A)>mg(A) Coq TA d 
v/00 


$ 2. Lemme 1. Soit 
G, (7) = {gi(t), SD + (t)) 
une suite infinie de transformations absolument continues, définies 
dans un intervalle À et telles que 


19% (6) — A (EIS AAA 


lorsque { et i appartiennent à 4. Supposons en plus que pour 
tout ¢ de À on u 


DAC) li nt met EU 
Soit L un are simple aux extrémités a et b, contenu dans G (4). Posons. 
WZĄG (Z) 


Ceci étant on a 
lim inf long C, (T) > p(a, b). 


y/00 
Démonstration. Les ensembles G,(7) sont rectifiables car T 
est un ensemble fermé}, On peut assujettir l’espace a n dimensions 
a une transformation cartésienne de façon que le segment a, b passe 
en un segment a, B [p (a, b) = B — a œ 0] situé sur laxe nouveau y,. 
Les fonctions G (t) et G, (t) passent respectivement en fonctions 


H(2) = th (6,540) FH, (= 44706, he (t). 
On a presque partout dans 4 (cf. $ 1, Rem 4) 


s p pe jaro sid è 
VENE hi, (£) sE Vo (u 9 U) < kV n 
MIRA = / M 


|M) — RL Zk/nit —t"|. 


On a EL) —Li 
long G, (T) = long H, (T) °). 


et de là 


1} T. Wazewski, Contribution etc. 1. c. p. 28, Theoreme 1. 
?) Ibidem p. 14, Remarque 2 et p. 28, Théorème 1. 
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La projection A4 (T) de L sur l’axe y, est un segment contenant. 
l'intervalle [«, 8), done 


mh, (T) > B—a. 
On a donc (ef. (1) et le Théorème du $ 1) 
(2) ` lim inf mh; (T) > mh, (T) >> 5 —a. 


v/o 
Mais 
mh? (T) < long H, (T) = long G, (T), 
car h?(T) est la projection de H,(7") sur l’axe y,. De là d'apres (2) 
il s'ensuit que 
lim inf long G,(T)>>8—a=p(a,b,, c. q. f. d. 


y|oo 
Lemme 2. Sous les hypothèses du lemme précédent on a 
lim inf long G,(4) > long G (À) 

Démonstration. Observons que la représentation est absolument 
continue, Car ses fonctions composantes satisfont à la condition de 
Lipschitz (cf. Rem a), $ 1). G(4) est done un continu rectifiable. 

Soit e> 0. D'après un résultat de M. Wazewski!) il existe 
une suite finie d'arcs simples rectifiables et disjoints 

pe D 
tels que 


long DB = long B, => long G (4) — T 
«1 if 
Sur chaque B; il existe une suite finie de sous-arcs simples et dis- 
joints, tels que la somme des longueurs des cordes rectilignes corres- 
pondant à ces sous-arcs est plus grande que 


E 


"= } 
2w ) 


long B, — 


1) ct. T. Wazewski, Kontinua prostowalne etc., Dodatek do Rocznika 
Pol. Tow. Mat. Théorème du $ 29 p. 49. 
3) On choisit, en ce déplaçant sur B, dans un certain sens, une suite 


finie de points 91, telle que Zp(92, 9441) > long Bi — sn: On choisit ensuite 


à l'intérieur de l'arc (91, 9241) deux points pi, Pa+1 de façon que 


€ 
Zp(Pa, Pa) > long Bi — 5. 
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En désignant par 
Ee nl: 


la suite de tous les sous-arcs de tous les B, et par a, et b les extré- 
mités de L,, on a 


(3) Li.L,j=0 (i Æj), 
(4) ode abat): 
S 
(5) D pla, b) > long G (4) — e. 
m 
Nous posons 
A;= G(L;). 
On a 
(6) L= G EA 


et d’après (3) 
A,. A;j=0 (i + 7) 
Comme G,(t) tend uniformément vers G (t) (cf. Rem 6), $ 1), done 
Pu (G,(4,, G(4,)) > 0 (Me NS) 
et par consćquent on a, selon (4) et (6), a partir d'un certain indice v 


G,(A).G,(A)=0 (i EJ). 
De la 


(7) long > G, (4) = % long G, (4 


1/1 ij 
D'apres le lemme précédent on a 
lim inf long G,(4;) > p(a;, di). (Mato) 
voa 


De la selon (7) et (5) il résulte = 
S 
limy inf long > bA G,(4) > WR b,) > long G(4) — e. 
ze cod 
Comme y G,(4) C G,(4), on a 
ill 
S 
lim inf long G, (4) > lim inf long Ÿ° G, (4). 
v/oa 2100 
ih 
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€ étant arbitraire on obtient de deux inégalités précédentes 
lim inf long G, (4) > long G (4), COMI 


y/oa 


$ 3. Théorème. Soit {C,} une suite de continus rectifiables 
ayant comme limite au sens de Hausdorff un continu C: 


(1) lim py(0,, ©) = 0 
y/oa 
On a 
(2) lim inf long C, > long C. 
vloa 


Remarque 1. Le théorème précédent peut ĉtre généralisé au cas où l'hy- 
pothese (1) est remplacée par l'hypothèse: 
lim { max p (x, Ć„)y =0. 
v/oo rec 
Remarque 2. ll est intéressant de remarquer que ce théorème devient 
faux lorsqu'on y remplace la notion de la longueur d'un continu par celle de 
son aire. Soient en effet O un orbe de Jordan ayant une aire positive !) et Z 
son intérieur. Posons C = O+ I. Soit OPY, une suite de polygones simples, 
fermés, contenus dans /, ayant les intérieurs /y et tels qu'on ait, en posant 
Cy =I, == P,, 
lim poal CPC 0. 
v/os 


“On a évidemment 
lim sup aire C, aire C — aire O < aire C. 
Démonstration. Nous traitons le seul cas intéressant où 
(3) A long C œQ. 


Supposons que (2) n’a pas lieu; il existe donc une suite partielle 
que nous désignons aussi par {C,} pour laquelle on a 


(4) l = lim long C, = lim /, < long CK 00. 
On a 
(5) | > 0, 


car dans le cas contraire le diametre de C, tenderait vers O ce 
qui est imcompatible avec (1) et (3). 
On peut supposer que 


(6) Dei C2 E 


1) Un tel orbe existe, cf. par exemple W. Sierpiúski: Sur une courbe 
non carrable, Bull. de l’Académie des Science de Cracovie, Serie A. 1913, p. 254. 
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D’après un résultat de M. Ważewski!) il existe une représenta- 
tion absolument continue de C, 


H, (s) = (hr (s),..., hz(s)} 


définie dans l'intervalle [0, 2/,] telle que 


|Ap (8) — ky, (s”)| £|s —s”| (GAR. n; v/1l,2,..., 00). 
Posons 
l 
gO = hg (Ge) (M esae (1200) 
et G,(0)={9t(t),..., gr (£)). 


On a dans Pintervalle [0, 2/| = 4: 

| l, | 44 r | 
| Qu (E) gu) IE — €"), 
| 
| G, (4) =C,. 


D’après (4) on peut supposer, sans restreindre la généralité du rai- 


(7) 


sonnement, que DE 2. 
On a alors dans 4 
(8) [ox ©) — gz @9|=2|/—#| pour u=1,...n, v=1,2,.... 


J'affirme que les C,, à partir d'un certain v, sont bornés dans leur 
ensemble. Soit en effet c un point de C. On a 


lim p(e, C,) = 0. 
v/a 


Le diamètre de C, étant inférieur à 2/, tous les C, (à partir d'un 
certain v) sont contenus dans le cercle de centre c et de rayon 31. 
On peut supposer que c'est le cas pour tous les C,. 

Les fonctions gy (t) sont donc bornées dans leur ensemble. 
D’après un théorème d’Ascoli?) il existe une suite partielle de 
{ G,(t)} convergente. Nous la désignons aussi par {G, (t)}. 

Posons 


(9) SAONA in 


1) T. Wazewski, Kontinua prostowalne ete. 1. c. $ 17 et $ 24, p. 34 et 46. 
2) cf. p. ex. Tonelli, Calcolo delle Vaziazioni, T. 1. p. 76. 
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On a 

Z Ju (4) = Ju (t), (u/1, poc n) 
et (cf. Rem. a), $ 1) 
(10) Iu) — Gu) 21", 
lorsque # et t’ appartiennent a 4 et u = 1,2,..., n 


La convergence des gë (t) étant uniforme (cf. Rem. 0, $ 1) on 
a selon (7) 


= np PpPa(G, (4), (A) = r pa(C,, G(4)) 
d'où d’après (1) 
p#(G (4), C) = 0 5 
et comme C et G(4) sont fermés on en déduit 
OA 
Ceci étant on a selon (4) et (7) 
lim long C, = lim long G, (4) < long G(4) 
v/00 y/00 

ce qui est contraire au résultat du Lemme 2, $ 2 (cf. (10) et (8)). 

Notre théorème est ainsi démontré. 

8 4. Théorème. Soient S, et S, (v/1,...,00) sommes finies des 


continus rectifiables composées au plus de k continus (k est un entier 
fixe ne dépendant pas de v). Si 


(1) Limfogim HEEL 
on a | 
(2) lim inf long S, > long $. 
y|oa 
Démonstration. Désignons par 
Ce AR Ce, 


les p, continus disjoints qui sont composantes de S, (v/0, 1, 2,...). Ona 


Sk (v/0, 1,...), C7. CY = 0 lorsque i}. 
Posons 
lim inf long S, =. 
v/oo 


1) Car: pu(G(A), C)<pa(G(A), Cp) + pa(Cy; C) 


238 


Soit {,} une suite partielle des indices v pour laquelle 


lim long S, == 
y/oa 5 w 


La suite bornée des nombres entiers {pa,} renferme une suite par- 


tielle p, aux termes fixes égaux à un certain nombre p. 
Py 


Les suites infinies des continus ch sont bornées dans leur 
ensemble. Il existe done une suite partielle des indices {B,}, appe- 
lons-la {y,} et un nombre fini de continus 


Cis Cr Le "PH Co 

tels que 

Mao (RC) 02), CT) 

p/o 
On a (cf. le théorème du § 3 

lim inf long C?” = long C;, (i= 1, ... p). 

v/oo 

Les continus: Cy*,..., C7” étant disjoints, il s'ensuit que 


w = lim long Sy, > long C; > long D: Gi). 


{= 1 i=l 


Mais, comme il est facile à vérifier, 


su W PZA vo le — lim Pa | Sv Sa) = 0, 


i=l = 


donc (ct. la fin du § 3) 


p 
Ża= So et par suite 
i 
= long So c. q. f. d. 
$ 5. Théorème. Soit {G,(t)y une suite de transformations abso- 
lument continues définies dans un intervalle fermé et borné À et soit À 
une partie mésurable de A. Supposons qu'on a presque partout dans À 
BOIS E < + co 
et que partout dans À: 
lim G, (t) = (r (t). 


1) T. Wazewski, Sur un continu singulier, Fund. Math. T. IV. p. 229, 
Remarque 2. 


239 


On a alors 
lim inf long G, (4) > long G (4). 


Démonstration. Il est facile de prouver que G (t) est une 
transformation absolument continue et qu’on a presque partout dans À 


|G (t)| Zk. 
On prouve ensuite facilement que pour tout B mesurable on a!) 
(1) long G,(B)S km(B), long G (B) < km(B). 


Soit e> 0. Il existe ?) une suite finie d'intervalles disjoints 4,,..., 4 
qui sont contenus dans 4 et tels qu’en posant 


s= ya, on a 


t/1 


P: 


(2) m(A— 0) + m(S— 4)Ze. 

On déduit facilement du théorème du $ 4 

(3) lim inf long G, (5) > long G($). 
y/oa 


Mais d'après (1) et (2) 
long G, (A) > long G, (5) — ke (u e os =) 
long G(S) > long G(4) — ke 
et par conséquent (cf. (3)) 
lim inf long G, (À) > long G(4) — 2ke. 
e étant un nombre positif arbitraire le théorème est ainsi démontré. 
$ 6. Théorème. Soit E une classe contenue dans un espace 
pour lequel on a défini la limite d’une suite d'éléments. 

Soit F(x) une fonction définie dans E ayant pour valeurs des 
continus rectifiables (ou bien ensembles composés d'un nombre fini Zk 
de continus rectifiables, où k est indépendant de x), fonction continue: 
au sens de Hausdorff. 

Ceci étant la fonction 

long F'(z) 
est semicontinue inferieurement. 
C'est une conséquence immédiate du théorème du § 4. 


1) T. Wazewski, Contribution etc. |. e. p. 28, Th. 1. 
2) cf. Lemme 1 du $ 1. 
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$ 7. Théorème. Soit C un continu rectifiable et soit {C,} une 
suite de continus partiels de C tendant, au sens de Hausdorff, 
vers un continu C,. On a alors 


(1) lim long C, = long Q. 


v/oa 


Démonstration. C, appartient évidemment à C. C, et C, sont 
rectifiables comme parties fermées de C1) 
Nous avons selon le théorème du $ 3 


(2) lim inf long C, = long C,. 
y/20 
Soit D, la classe de tous les points x de C pour lesquels 
1 
P (x, Co) = n - 


D, (n/1,2,3,...) est un ensemble fermé donc rectifiable. On a 


c= Jf D., Da. CD., 


n/i 


DKG + pri (D, — Diy), (n = 1, 2, ... ) 


ijn 
Co . (Da, — D) == 0 haal ŻARKI), 
(D, — Dira) . (D; — Di) = 0 (4 FE J). 


Les différences (D; — Dı) sont rectifiables. On a par conséquent 


(3) long D, = long C, + 2 long (D; — Da) pour n=1,2,.... 
tjn 
De là il résulte que la série 
Di long (D, — Da) 
1/1 
est convergente. 
Soit e > 0. Il existe un indice N, tel que 


PA long (D, — D,4:) S € 


IIN 


1) T. Wazewski, Contribution etc. 1. e. p.33. Théorème 5 et p.31, Théorème 3. 
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donc selon (3) 

(4) long Dy < long Co + e. 

Comme lim px(C,, Co) = 0 
v/oo 


done, à partir d'un certain indice, la distance de tous les points de C, 


sara ire ne al i 
au continu C, est inférieure à — et par conséquent, à partir de cet 


N 
indice, on a 
De là et de (4) il résulte 
lim sup long C, = long Dy < long (+ e. 
vja 
e étant arbitraire on a 
lim sup long C, < long C, 
oo 
et ceci donne avec (2) 
lim sup long C, = long G S lim inf long C, 
y/oa y/oa 
d'où résulte immédiatement (1). 
Nous obtenons, comme un corollaire immédiat de ce théorème, 
le suivant 
Théorème de M. Wazewski: Soit C, une suite de continus 
tels que 
C, C Con, long CGS l< + co. 
On a 


long (Z Ć,) — long (2 C,) = 0"). 


1) Présenté par M. Wazewski au cours du 1-er Congrès Polon. de Math. 
(Lwôw, 9 Septembre 1927). La démonstration de M. Wazewski est basée sur 


un principe tout à fait different. A désigne la somme de A et de la classe de 
points d'accumulation de 4. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. 16 


Sistemi principali di normali ad una varieta 
giacenti nel suo o. 


Nota di 
Giuseppe Vitali a Padova. 


In un mio recente lavoro !) ho considerato, per ogni superficie il 
cui gą sia di 2+ k dimensioni (k == 2,3), un sistema ortogonale di k 
direzioni del o, perpendicolari alla superficie, sistema che risponde 
ad una definizione simmetrica rispetto all’insieme delle sue direzioni, 
e che ho chiamato sistema principale. 

I risultati ottenuti in detto lavoro suggeriscono anche la de- 
finizione di analoghi sistemi principali per le varieta’ a piu’ di due 
dimensioni. 

Nella parte 1* della presente nota io do’ la descrizione di 
tali sistemi. 

La trattazione della questione in forma generale suggerisce 
altri modi di introdurre dei sistemi ortogonali di perpendicolari 
alla varieta’ giacenti nel gp, la cui definizione ha il carattere di 
simmetria richiesto, e che conducono ad altri sistemi, contrariamente 
a quanto avevo ritenuto probabile durante la compilazione della 
mia nota citata. 

Le molteplici maniere di introdurre tali sistemi ortogonali, 
e che sono suggerite dal contenuto della 1° parte di questa nota, 
sono esposte nella 2* parte, e fra queste ve ne e’ una che conduce 
ad un sistema di normali che per le superficie generiche dello spazio 
lineare a 4 dimensioni coincide con quello che il Tonolo ?) ha 
recentemente trovato con considerazioni geometriche, 


1) G. Vitali. „Sopra alcuni invarianti associati ad una varieta' a sopra 
i sistemi principali di normali delle superficie“. [Annales de la Société Polo- 
naise de Mathématique. T. VII. Année 1928. pp. 43—67]. 

3) A. Tonolo. „Determinazione di un particolare sistema di normali 
delle superficie dell’ S,. |Memoria della R. Acc. di Torino] in corso di stampa. 
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PARTE 1°. 
1. Sia 
f = f (t, Us Un...) Un) 
l'equazione di una varieta’ V, ad m dimensioni dello spazio hilber- 


tiano !), ed indichiamo con g il campo di variabilita’ della £. 
Indichiamo poi con f, la derivata di f rispetto ad w;, e poniamo 


[1] «le J f.f dt. 

La forma 

[2] 50. du du: 
1 


da’ il quadrato dell’elemento lineare della V„, ed il suo discrimi- 
nante a e diverso da zero. 
Poniamo 


W, = (2 A,s — Ar,pAs,g — A aap) 32 


S; P,Q rs "pq 


ed indichiamo con W il determinante di ordine 

v = (5) 
formato coi W, sp facendo percorrere nello stesso ordine alle coppie 
rs e pq tutte le v combinazioni con ripetizione a 2 a 2 dei numeri 
[3] 1,2,...,%, 
e mettendo in una medesima riga tutti gli elementi colla stessa 


coppia rs, ed in una stessa colonna quelli colla medesima coppia pq. 
In un altro mio recente lavoro ?) dimostro che 


W = (— 1,02) .(1- x) (5) (3) ra 


e quindi si puo’ concludere che 


W + 0. 
Indico con W”*:?9 il reciproco moltiplicato per 2€rs të»: 4 di W, sp 
in W, dove e,, vale zero od 1 secondo che r ed s sono differenti 
od uguali. 


1) G. Vitali. "Geometria nello spazio hilbertiano“. [Atti del R. Istituto 
Veneto. 1927—28. Tomo LXXXVII — Parte seconda, pp. 349— 428]. 
2) G. Vitali. „Calcolo indiretto di alcuni determinanti“. [K. Istituto Veneto. 
Tomo LXXXVIII — 1928—29] in corso di stampa 
16* 
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Il sistema W”"P° e’ un sistema controvariante a 4 apici di 1* 


classe (cioe? nel calcolo assoluto di Ricci). 
2. Indichiamo con f., le derivate seconde covarianti di f ri- 


spetto alla forma [2]. 
Se 


Trs 5 
e” un covariante a 2 indici di 1* classe, noi diremo il suo pseudo- 


reciproco il controvariante 


n 
= Wir, 
1 


Si vede facilmente che si ha 
n 
mua P.9 
= Lp W 5: pq % 


e diremo che «,, e' lo pseudo-reciproco del controvariante z”. 


Se 


Trs ed Y rs 
sono due covarianti a due indici di 1° classe, e se 
TE duty "à 


sono i loro pseudo-reciproci, noi porremo 


n 


(x, y) FA ès TY”. 
Si ha subito 
(x, y) = 20 Ta Zi Wu, 


= © PI Yp,q 2 WPA s = © pq Yp, 21 = (y, z). 
In EP sara” 


CRIE DNS = „Mak az ad: = Ae ATI 


rspg 


8. pur Se n +k (k Sv) e il numero delle dimensioni del a, 
di una V,, noi diremo sistema principale di normali di V, in c., 
ogni insieme di k parametri normali 


per cui sia 
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per ogni coppia î,j di numeri diversi scelti fra i numeri 


dove 


= f Etat 
Fd i 
g 


4. Teor. Ogni varieta ammette uno od infiniti sistemi princi- 


pali di normali nel 03. 
Dim. Consideriamo l'equazione 


[4] A(p)= 0 
in cui A(p) indica il determinante formato cogli elementi 
Ad pie = Arepa — PWrs pe (As; p,g = ff. fn, dt). 
| g 


come il determinante W e’ stato formato coi W, s; ng. Poiche W Æ 0 
il grado di [4] e = v. 
Poniamo 


n 
F,= > A, spa c (a = xè). 
i 


Io dico che per ogni sistema reale delle x”* e’ 
F, = 0, 
infatti e 


ATES 
1 
£ 


Per noti teoremi !) noi possiano affermare che la [4] ha tutte 
radici reali, e che se p, e’ una sua radice reale 7 — upla, la caratte- 
ristica della matrice A(0;) e uguale a v— r. 

Le radici di [4] diverse da zero sono in numero di k. Sia p, 
una radice diversa da zero di (4|, e supponiamo che essa sia r — upla. 
La caratteristica della matrice di A(p,) sara v— 7, ed il sistema 
di equazioni lineari nelle A”S (A”S =N") 


[5] È ra (A>. pacai ASE POD CZ = 0 


ha, se r> 1, infinite soluzioni che sono tutte le combinazioni lineari 


1) A. Capelli. „Istituzioni di analisi algebrica“ [Napoli. Ed. Pellerano 
Quarta edizione. pag. 923—4. n° 1567, pag. 926—8, n°. 1569]. 
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di 7 di esse fra loro indipendenti, e quindi 1 parametri di direzioni 
[6] Dos frs °° 
1 


corrispondenti a tutte queste soluzioni danno tutte le direzioni di 
uno spazio lineare a r dimensioni. Scegliamo un sistema di 7 so- 
luzioni delle [5] iu modo che i corrispondenti parametri [6] formino 
un sistema ortogonale di parametri normali, il che, nella nostra 
ipotesi di r > 1, si puo’ fare in infiniti modi. Se r= 1 si ha un 
solo parametro normale [6] (individuato all'infuori del segno, il che 
non ha importanza), e noi prenderemo questo parametro. 

Fatto questo per tutte le radici + 0 di [4] si arriva (ed anche 
in piu’ maniere) in possesso di k parametri normali 


[6°] X= À, fn (i=1, 2,..., k) 
i 1 i 


ciascuno dei quali corrisponde ad una radice p, della [4] e corri- 
spondentemente ad essa si ha 


n 
Zr (Arzo pw" p: W, F,S; p, gy R — 0, 


OSSIA 
[7] Pra (2rs jak N) dt = Pi 2% Ws; Pq A” j 
ig 
Poniamo 
Tp, = | fra Adi = ft (Żrs fns N°) di, 
£ £ i 
ed abbiamo 
[1] To,a = Èn W,., Pq (Pi Ns) 


e quindi i sistemi 


sono pseudo-reciproci, e noi potremo scrivere 


[77] Can — Pi N° a, 


Moltiplicando i due membri della |7] per Ne (j + i) e som- 


mando rispetto a pq, si ha 


n 


[8] Zspa CIO N° A” = 0; es Ws; r. Pis 
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e tenendo conto delle [6] 
Jk Xdt= p,}, 2 rspa lie © DAJE 


Ora se p, zp, 1 parametri À ed BODO fra loro ortogonali, ossia 


[9] J: X. X dt = Q, 
e, poiche’ p, 0, sara’ 
[10] Lune Was po NENT = 0. 
1 5 di 
Se poi p, + p,, la [8] scambiando fra loro i e j diventa 
[87] 2 À, s; Pa AŻ > mn Z W; p,q PE 
i j La 


e dalle [8] ed [8'] si deducono le [9] e [10]. Allora i parametri [6] 
formano un sistema ortogonale. Resta a provare che per ogni coppia 


i, j GEJ) e 
[11] (a 0; 
az 
Ora, tenendo presente le [7'], |[7”] e [10], si ha 
Di x) — Aną Zp DPS = 2pa (2% W, s: bi PiN”) .p À" 
= PP Dee Ms; Pa Me AGA = 0. 
J 


Dunque il sistema [6] e’ un mea. principale di normali in 04 
ed il teor. e” dimostrato. 
.E’ interessante calcolare le (x, x). 


Si ha subito 
(X, ©) = pi o Wrs pa A A”. 
e ak i 


Ma dalle [8], tenendo conto del fatto che i parametri [6] sono 
normali sì ha 


SPP he 
dunque 
[12] O 


5. Consideriamo i parametri [6] come un sistema cartesiano 
ortogonale nello spazio Ś, (euclideo a k dimensioni) appartenente 
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al o, e perpendicolare alla V,, indichiamo con x, le coordinate di 
un punto rispetto a questo sistema, e consideriamo il cono quadrico Q 
di equazione 


Il sistema delle [6] e un k-edro ortogonale autopolare di 


questo cono. 

Per gli studi da me fatti per n==2, si sa che pern=2 
e k = 3 questo cono e’ il cono geodetico. 

Per n > 2, il cono geodetico non e’ in generale un cono qua- 
drico, ma ha qualche relazione con il cono Q. Vale il 

Teor. Il cono geodetico e contenuto nel cono Q. 

Dim. Un punto del cono geodetico sia dato da 


k 
Vr È A. 
Ricordando le [6°], esso e’ allora dato 


S+ sb" frs 


dove 


k k 
[13] p= È ae 2; wa pi, 
1 


e dovranno essere le u”** proporzionali alle du,du,. Sia y” lo 
pseudo-reciproco di y”. Allora 


(u, n) = 2 BA Mrs = 2 nspa We. P.Q U MZ == 


K D pe W, padu du, du, dun 
1 


dove K e un conveniente fattore di proporzionalita. Ma, tenendo 
presente l'espressione di W,,,,, 


Za Wna na du, du, du, du, = (2 U: — U? — U):2=0, 
1 


dove 


dunque 
(u, u) = 0. 
Ed osservando che da [13] si ricava 


A 
Ar s = È, X; Trs : Pi 
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si ha, tenendo conto delle [11] e delle [12], 
k k 
0= (4, u) = Zi x? . (x, c): p? = «;* : Pi 


e questo prova appunto che il cono geodetico appartiene al cono ęQ. 
Cor. Se k—n, il cono geodetico coincide col cono Q, e quindi 


e' un cono quadrico. 
Dim. Infatti se k= n, il cono geodetico ha lo stesso numero 


di dimensioni del cono @, dunque esso coincide con 4. 


PARTE 2°. 


1. Le considerazioni della parte 1%, escluse quelle del n° 5, 
si possono ripetere anche quando al posto del sistema W,,„, si 
mettesse un altro sistema simmetrico rispetto agli indici di ciascuna 
delle coppie rs e pq e rispetto a queste due coppie, col corrispon- 
dente determinante W diverso da zero, ed in particolare se sì pone 


Lupe P,Q =r Aa, apq -= U (a,n Asq =; Aya PE); 


con u 40 ed nA + Żu=E0, oppure se, indicando con a”* il reci- 
proco di a,,, e se il sistema 


n 
æ ps = à. ars -|- Ć. 29 vie 


r,s 


in cui È e Ć sono numeri noti, ha il discriminante diverso da zero, 
ponendo 
Feie Naab -F kla, a , 0, 0, „), 
con u-=0 e nA +- 2u Æ 0. In questo ultimo caso, se A = 2 e u= — 1, 
si possono ripetere anche lè considerazioni del n° 5. 
2. Siano 
2, ida) 
i 


v covarianti a 2 indici di 1° classe, ed indichiamo con Z il deter- 
minante di ordine v che ha per elementi della i-esima riga le 


© » » rs 
bd Ap. Sg e dd 


? 


e costante in ogni colonna la coppia di indici rs. Evidentemente 
una sostituzione invertibile che porta dalle variabili « alle varia- 
bili v muta il determinante Z in 


LA 
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dove P e il determinante formato cogli elementi P,..,, definiti 
dalle relazioni 
Bay SM | DU, a du, | Du, Done 
dv, dv, dv, AV, 
p ing 77 du, 
riti P.a Jv, dv, ? 
come il determinante W e' stato formato coi W Ma Pe un 


rS; pq * 
determinante di Scholtz-Hunyad y !) formato col determinante 


funzionale A delle u rispetto alle v, e vale A”. 
Dunque 


Z:(Va)T 


e un invariante, e se noi indichiamo con Z% i complementi algebrici 
divisi per (Va) degli elementi della prima riga di Z, si vede che 


n 


[14] 22 7 di Žr s 
1 1 


e un invariante. 
Ora, se noi teniamo fissi gli ultimi v—1 #,,, vediamo che il 
i 


sistema Z” e’ fisso. Questo sistema e’ tale che, qualunque sia il 
sistema 2,,, la funzione [14] e’ un invariante. Si puo’ dunque con- 
i 


cludere che il sistema Z”* e' un controvariante a due indici di 1° classe. 
3. Supponiano ora di poter associare alla varieta’ V, v —2 
covarianti simmetrici a due indici di classe 1 indipendenti da t. 
Ad essi accompagniamo il sistema f,, e con questi v—1 covarianti 
fabbrichiamo un sistema controvariante come il precedente Z**, 
e che noi indicheremo con F”*. 
Poniamo poi 


n 
> Pen W "p, 
Prs > rS; P,Q k 9, 
l 


dove il W,sha 
questa nota. 
Allora tutte le considerazioni precedenti si possono ripetere 


sostituendo alle /,, le „s, ossia alle Ars: png le fó,,$„,dt. 
E 


ha lo stesso significato che ha nella parte 1° di 


1) E. Pascal. „I determinanti“ [U. Hoepli ed. Milano. Seconda edizione. 
1923. pp. 156 — 160). 
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4. Nel caso di n=2 si ottengono le normali di Tonolo pren- 
dendo al posto delle 4,.,, le fó,. nadt, e le F"* uguali ai mi- 
£ 


nori di 2° ordine presi con segno alternato e divisi per (/a)* della 
matrice 

fin 2 fire fas 

a 2 2(0,,92 2) CBS 
e quindi, essendo 

Wii = Wa, 272 = Wisina = Wiz = 0 
Wisin =a, Wigina = — (a : 2), 

con 

Pi = (ais fsi — da fose) : Va 

Pise = (0232/11 — Arn foro) : (2/a) 

Posa = (023 fire — Aise fosa) : Va ; 


Effettivamente il Tonolo ha trattato il solo caso delle super- 
ficie nell’ S,, ma sono le formule da lui trovate che mi hanno sugge- 
rito le estensioni che sono contenute ai m. 2 e 3 della parte 23. 


Correzionida apportarsi alla nota di G. Vitali , Sopra alcuni 


invarianti. etc.“ pubblicata in questo volume pp. 43— 67. 
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COMPTES-RENDUS ET ANALYSES 


Nouveaux fascicules du ,Mémoriel des Sciences mathémati- 
ques“ 1). 

Fascicule XXI. Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, 
par M. Maurice JANET, Professeur à l’Université de Caen. Voici 
comment l’auteur lui-même formule le but de son ouvrage: , Nous 
nous proposons d'étudier, pour les systèmes les plus généraux d’é- 
quations différentielles, le degré d'indetermination de la solution. 

D'une manière plus précise, étant donné un système d'ćqua- 
tions aux dérivées partielles, à un certain nombre (fini) de fonctions 
inconnues de x variables indépendantes, comment reconnaître: 

1° Si ce systeme est compatible; 

20 Quelles sont les données supplémentaires susceptibles de 
déterminer une solution et une seule 1). 

J'ajoute que M. Jankr se place au point de vue des fonctions 
analytiques et étudie les questions qu'il envisage au point de vue 
local, c'est à dire en astreignant les variables que l’on a à consi- 
dérer à rester dans un voisinage assez restreint de certaines valeurs 
particulières. L'ouvrage est écrit avec beaucoup de précision et de 
clarté et rendra de précieux services à ceux qui voudront se ren- 
seigner sur l'état actuel des questions auxquelles cet ouvrage est 
consacré. 

Fascicule XXII. Les transformations birationnelles du plan, par 
M. Luciry GupEaux. L'auteur, après avoir rappelé les points essen- 
tiels de la théorie des points singuliers des courbes algébriques 
planes et de celle des systèmes linéaires de courbes planes, expose 
la théorie générale des transformations birationnelles du plan qu'il 
applique ensuite à la géométrie algébrique plane. 

Le sujet très intéressant de l'ouvrage est traité avec beaucoup 
de clarté et de précision et, à la fin de l’opuscule, on trouve une 


1) Voir les tomes: III, p. 142, IV, p. 122 et V p. 98 de ces „Annales“. 
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bibliographie très complète des questions étudiées dans le corps de 
l'ouvrage. 

Fascicule XXIII. Eztension aux fonctions algébroïdes du théo- 
rème de M. Picard et de ses applications, par Gzonaxs Rémounnos, 
Professeur à l’Université d'Athènes. Le present fascicule du „Me- 
morial des Sciences mathématiques“ donnera au lecteur le moyen 
de se renseigner sur la théorie à laquelle il est consacré avec le 
minimum d'efforts. M. RkmouNvos, l’un des principaux fondateurs de 
la théorie des fonctions algébroïdes, a pris le peine d'ćnoncer d’une 
façon complète chacun des théorèmes sur lesquels il a à s'appuyer 
et, lorsqu'il présente la démonstration d’un théorème, il le fait avec 
un soin qui en rend la lecture aussi facile que le permet la nature 
du sujet. Grâce aux circonstances précédentes l’ouvrage qui nous 
occupe est rédigé avec une clarté exceptionnelle, 

Fascicule XXIV. Sur la ,somme“ d'une fonction, par N. E. 
NoxLunp. Le présent fascicule traite du problème qui consiste a dé- 
terminer une fonction f(x) vérifiant l'équation 


f(x + w) — f(x) 


W 


= p(x) 


où w et p(x) sont une constante et une fonction données. 
La solution générale, qu'on appellera somme indéfinie de (x), 
est de la forme 


J (a) = F (£) + r (x) 


où F'(x) est une solution particulière et v(x) une fonction pério- 
dique quelconque de période w. 

Dans certains cas il est possible, en imposant à la fonction 
f(x) des conditions supplémentaires, convenablement choisies, de 
faire en sorte que la fonction f(x) soit parfaitement déterminée 
à une constante additive pres; la fonction f(x) prend alors le nom 
de somme principale ou plus brièvement celui de somme de glx). 
C'est aux cas où la circonstance precédente se présente que Pou- 
vrage est, comme son titre l’indique, spécialement consacré. Inutile 
d’ajouter que le livre est écrit avec la compétence bien connue de 
l’auteur. 

Fascicule XXV. Les équations de la gravitation einsteinienne, 
par M. Groraxs Darsois, Professeur à la Faculté des Sciences de 
Nancy. 
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Le titre de l'ouvrage indique à lui-seul dans les grandes lignes la 
nature du sujet auquel cet ouvrage est consacré. Pour le lire avec 
fruit il est indispensable de s'être assimilé préalablement certains 
ouvrages que M. Daumois a d'ailleurs eu soin d'indiquer lui-même. 
Grâce au cachet personnel que M. Daxmois a su imprimer à son 
travail ainsi qu'aux indications bibliographiques que l’on y trouve, 
son ouvrage rendra certainement des services à ceux qui voudront 
approfondir les questions qui y sont traitées. 

Fascicule XXVI. Deformation des surfaces étudiées du point 
de vue infinitésimal, par M. Brurxann GauBixx, Professeur à la Fa- 
culté des Sciences de Lille. 

M. Gamuwrr étudie la question indiquée dans le titre du fa- 
scicule considéré pour les surfaces situées dans l’espace euclidien 
à trois dimensions. Grace à l'exposition sobre, claire et précise des 
matières traitées, l'ouvrage de M. Gamn:xx permettra au lecteur de 
se renseigner rapidement et avec une facilité relative sur les sujets 
auxquels 1l est consacré. 

Fascicule XXVH. Ze problème géométrique des déblais et rem- 
blais, par M. PauL AkpeLL, Membre de l'Institut, Recteur honoraire 
de l'Université de Paris. 

Le recueil des Mémoires de l’Académie des Sciences, pour 
1781, renferme un mémoire de Monge consacré au problème suivant: 

Deux volumes équivalents étant donnés, les décomposer en par- 
ticules infiniment pelites se correspondant deux à deux, de telle fa- 
çon que la somme des produits des chemins parcourus en transportant 
chaque parcelle sur celle qui lui correspond, par le volume de la par- 
celle transportée, soit un minimum. 

Pour simplifier le langage, Monge donne le nom de déblai et 
de remblai aux volumes qu'il considère, sans prétendre d’ailleurs 
traiter une question relative à l’art de l'ingénieur. 

Le problème précédent est intéressant à divers titres, en par- 
ticulier parce que c'est à l'occasion de ce problème que Monge 
a découvert les propriétés fondamentales des congruences de droites 
et des normales aux surfaces. D'ailleurs le problème des dóblais et 
remblais est très difficile et les résultats obtenus par Monge en ce 
qui concerne ce problème laissent beaucoup à désirer. 

L'opuscule qui nous occupe est consacré à une forme prgn 
lisée du problème de Monge que M. AepeLL a étudié autrefois et où 
il a obtenu une série de remarquables résultats: 
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Inutile d'ajouter que l’ouvrage est écrit avec la belle clarté 
et la précision qui distinguent les écrits de l’illustre auteur. 

Fascicule XXVIII. Approximattons successives et équations dif- 
férentielles, par Emir Corrox, Professeur a la Faculté des Sciences 
de Grenoble. 

C'est à l'application de la méthode des approximations succes- 
sives à l'intégration des équations différentielles ordinaires que le 
fascicule actuel est consacré. M. Corron, qui a apporté lui-même 
d'importantes contributions aux questions étudiées dans son ouvrage, 
y passe en revue, à partir des célebres travaux de M. Picakp sur 
la méthode des approximations successives jusqu’à nos jours, la 
longue série de recherches relatives à la même méthode et suggé- 
rées d'une façon plusou moins directe par les travaux de M. Pioanv. 
Tout mathématicien sera reconnaissant à M. Corron de lui avoir donné, 
par son ouvrage, le moyen de se renseigner rapidement et d’une 
façon complète sur tout ce qui concerne les questions fondamen- 
tales auxquelles son travail est consacré. 

Fascicule XXIX. Les courbes de l'espace à n dimensions, par 
M. ©. GuicHanv, Correspondant de l’Institut, Professeur à la Sor- 
bonne, avec une préface de M. G. Kownias, Membre de l’Institut, 
Professeur à la Sorbonne. Pour donner une idée du présent fasci- 
cule du ,Mémorial des Sciences mathématiques“ nous commence- 
rons par citer le début de la préface de M. Koxnias: „Le travail 
qu’on trouvera dans ces pages a été rédigé d’après les Notes laissées 
par l'éminent et regretté géomètre Cl. Guicxaup, concernant le su- 
jet de son cours à la Sorbonne pendant l’année scolaire 1919—1920. 
M. Raymonp Jacques, Professeur à l'Université de Montpellier, et 
dont on connaît les beaux travaux sur la Géométrie, a bien voulu 
se charger de mettre au point cette rédaction. Il a manifestement 
su interpréter avec élégance la pensée du maître disparu, et 
placer en évidence la grande fécondité des idées directrices de cet 
ouvrage“. 

Ajoutons, pour terminer, que les matières, traitées dans l’ou- 
vrage considéré rentrent dans la Géométrie euclidienne de l’espace 
à n dimensions. 

Fascicule XXX. Les principes de la Mécanique classique, par 
M, Lupovic Zoxrrri, Professeur à la Faculté des Sciences de Caen. 
L'auteur présente un apergu extrémement intéressant, instructif et 
très documenté sur l'évolution des conceptions fondamentales sur 


Rvcznik Pol. Tow. Mat. 17 
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lesquelles on peut baser la construction déductive de la Mécanique. 
Les questions étudiées par M. Zorgrr: appartiennent en grande par- 
tie a la classe des questions difficiles et délicates sur lesquelles il 
est è peu près impossible de s'exprimer de façon à satisfaire toutes 
les personnes compétentes; 1l pourrait donc se faire que certains des 
énoncés de M. Zorerri ne satisfassent pas complètement le lecteur 
mais cela ne diminuerait en rien l’estime et l’intérêt que lui iuspi- 
rerait l'ouvrage. 

Fascicule XXXI. Applicabilité des surfaces étudiée au point 
de vue fini, par M. Berrranp Gausier, Professeur à la Faculté des 
Sciences de Lille. Le titre du présent fascicule indique suffisam- 
ment la nature des questions qui y sont traitées. M. GaMBIER qui 
a apporté lui-même des contributions importantes à la théorie des 
surfaces applicables a adopté un mode d'exposition claire et sobre, 
très propre à mettre en évidence les idées directrices autour des- 
quelles on peut grouper les nombreuses recherches qui se rappor- 
tent au sujet de son ouvrage. M. Gamser insiste avec raison sur 
la différence des notions d'isométrie et d’applicabilité et précise (p. 
49, 3. Isométrie et applicabilité) la notion d'applicabilité de deux 
surfaces l’une sur l’autre au moyen d'une condition qu’il semble être 
le premier à avoir remarqué. Ajoutons pour terminer qu'une biblio- 
graphie tres complète, se trouvant à la fin de l'ouvrage, permettra 
au lecteur d'approfondir à son gré telle des questions étudiées dans 
l'ouvrage qu'il voudra. 

Fascicule XXXII. La Méthode des Fonctions majorantes et les 
systèmes d'Équations aux dérivées partielles, par M. Ch. Riquier, Cor- 
respondant de l’Institut, Professeur honoraire à l’Université de Caen. 
La méthode des fonctions majorantes due à Cauchy et destinée 
à établir des théorèmes d'existence des intégrales des systemes d’é- 
quations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles est, comme 
le remarque M. Riqurex, exclusivement applicable au cas où l’on ne 
considère que des fonctions analytiques mais, dans ce domaine, elle 
est d'une tres grande puissance. C'est à M. Riquirr lui-même que 
l’on doit l'immense majorité des résultats acquis actuellement par 
la méthode des fonctions majorantes dans la théorie des systèmes 
les plus généraux d'équations aux dérivées partielles et par consé- 
quent, par la nature même des choses, l’ouvrage qui nous occupe 
a le caractère d’un aperçu sur l'oeuvre de l’auteur lui-même dans 
le domaine auquel l'ouvrage est consacré, sans que, bien entendu, 
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M. Riquire ait négligé de tenir compte scrupuleusement des travaux 
des autres mathématiciens. L'ouvrage de M. Riquir intéressera vi- 
vement tous Ceux qui aiment à approfondir les principes généraux 
de l'Analyse mathématique. 

Fascicule XXXIII. Aperçus. modernes sur la théorie des groupes 
continus et finis, par M. A. Bum, Professeur à la faculté des Scienes 
de Toulouse. La place strictement mesurée accordée à tout auteur 
d'un fascicule du „Memorial des Sciences mathématiques“ interdi- 
sait à l’auteur, comme il l’a fait remarquer lui-même dans l’intro- 
duction, de présenter un tableau d'ensemble des théories dérivant 
de la notion de groupe et fondées par SopHus Lie. Toutefois, en 
s'inspirant principalement des travaux fondamentaux de M. CARTAN, 
M. Bumu présente un aperçu original sur la théorie des groupes 
dont le lecteur qui aura préalablement étudié l'ouvrage de M. Gour- 
sar et celui de M. Carran cités au début meme du chapitre I, pren- 
dra connaissance avec intérêt et profit. Ajoutons que la bibliogra- 
phie très complete qui termine l'ouvrage permettra au lecteur de 
pousser l'étude de la théorie des groupes aussi loin qu'il lui plaira. 

S. Z. 


Leçons sur les invariants integraux, par M. Carran, Professeur 
a la Faculté des Sciences de Paris, chez A. Hermann & fils, rue 
de la Sorbonne 6. 

L’éminent auteur de cet ouvrage a réussi à présenter sous 
une forme particulièrement simple et attrayante la théorie si impor- 
tante des invariants intégraux, fondée par H. Poincaré, avec l'ex- 
tension qu'il a apportée lui-même à la notion d'invariant intégral. 
L'attrait de l'ouvrage dérive en grande partie de ce que l’auteur, 
tout en exposant la théorie des invariants intégraux, en fait con- 
naître de nombreuses et de tres intéressantes applications et, avant 
de présenter la notion d’invariant intégral sous sa forme générale, 
la fait apparaître sous une forme particulière à l’occasion du prin- 
cipe de la moindre action d'Hamilton. En terminant nous nous per- 
mettons de recommander chaudement à tout mathématicien et même 
a tout physicien l'étude du bel ouvrage dont nous avons cherché 
à caractériser brièvement l'esprit. 


S. Z. 


17" 
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Leçons sur le Géométrie des Espaces de Riemann, par E. Car- 
TANT, Professeur à la Faculté des Sciences de Paris. Paris 1928, 
chez Gauthier-Villars et C'e, 

Le présent ouvrage est, comme on pouvait s’y attendre étant 
donné la compétence exceptionnelle de l’auteur dans le domaine 
auquel cet ouvrage se rapporte, extraordinairement intéressant et 
instructif. À cause de la richesse des matières contenues sous une 
forme condensée dans l'ouvrage considéré, l’étude de cet ouvrage 
exigera quelque effort de [a part du lecteur mais il en sera large- 
ment dédommagé par le profit qu'il en retirera. Sans pouvoir, faute 
de place, donner une idée de tout ce que contiennent les belles le- 
çons qui nous occupent, je crois devoir faire remarquer que l'on 
y trouvera en particulier une étude assez détail.ée des espaces de 
Riemann qui, tout en étant localement euclidiens, diffèrent au point 
de vue de l Analysis situs de notre espace ordinaire. 


S. Z. 


Leçons sur lintégration et la recherche des fonctions primitives, 
par Hex: LRBesaux, Membre de l’Institut, Professeur au Collège de 
France, Professeur honoraire à la Faculté des Sciences de Paris, 
2-ieme édition, Paris 1928, chez Gauthier-Villars et C'e. 

Dans cette 2-ième édition de ses célèbres „Leçons sur l’inté- 
gration etc.“ M. Lepessur donne un aperçu sur l’essentiel de ce qui 
a été fait, dans l’ordre d’idées auquel se rapporte l’ouvrage, pendant 
les 24 années qui se sont écoulées depuis la publication de la 1-iere 
édition; on y trouvera en particulier une exposition lumineuse et 
originale de la totalisation de M. Daxsoy; pour assurer une base 
solide à cette théorie, M. LeBEScur a développé considérablement la 
note sur les nombres transfinis qu’il avait jointe à la 1-ière édition 
de ses leçons. Ajuutons que, dans l’édition actuelle des Leçons qui 
nous occupent, M. Lesrseus a enrichi son ouvrage par un très in- 
téressant chapitre sur l'intégrale de SriLT.Es. 


S. Z. 


Leçons sur les séries divergentes, par Euize BorrL, Membre de 
l’Institut, Professeur à la Sorbonne, deuxième édition revue et en- 
tierement remaniée avec le concours de M. Gerorars Bouuiaanp, Pro- 
fesseur à la Faculté des Sciences de Poitiers. Paris 1928, chez 
Gauthier-Villars et C'e. 
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Voici comment M. Borgu s'exprime dans la préface à la 2-ième 
édition de ses leçons, si remarquables, sur les série divergentes: 

„Depuis l'apparition de la première édition, les travaux sur 
les séries divergentes ont été si nombreux et si importants qu’il 
était nécessaire de completer et de remanier cet ouvrage. Je dois 
remercier de tout coeur M. BouLisanv d'avoir bien voulu m'apporter 
pour cette tâche, son inappréciable concours. Grace à lui, les lecteurs 
trouveront ici, non seulement les principes généraux de la théorie 
des séries divergentes, mais un exposé des travaux les plus récents 
et aussi des renseignements bibliographiques qui leur permettront 
de s'orienter parmi les recherches nouvelles. Nous osons espérer 
que cotte nouvelle édition sera ainsi parfaitement adaptée au but 
que visent tous les ouvrages de cette collection: mettre le plus di- 
rectement possible les chercheurs au courant de l'état actuel d'une 
branche de la science et les placer ainsi à pied d’oeuvre pour en- 
treprendre avec profit de nouvelles recherches“. 

Ajoutons que deux notes de M. Bouriganp, terminant le vo- 
lume, rehaussent encore l'intérêt de l'ouvrage. 


S. Z. 


Leçons sur quelques types simples d'équations aux dérivées par- 
tielles avec des applications à la Physique mathématique, par Emile 
Picaro de l’Académie française, Secrétaire perpétuel de l’Académie 
des Sciences, Professeur à l'Université de Paris, Paris 1927, chez 
Gauthier-Villars et Cie. 

Dans l'avertissement M. Picarp a caractérisé lui-même la na- 
ture et l'esprit de l'ouvrage dans les termes suivants: 

„On trouvera dans ce volume les leçons que j'ai faites a la 
Faculté des sciences en 1907 et reprises avec quelques additions en 
1925. J’y étudie des types tres simples d’équations aux dérivées 
partielles, qui se rencontrent en Analyse et en Physique mathéma- 
tique. On sait qu'il y a des rapports étroits entre ces équations et 
certaines équations intégrales; on en trouvera ici des exemples em- 
pruntés à la théorie de la chaleur et à celle de l'électricité. 

Cette rédaction est la reproduction de notes prises par quel- 
ques-uns de mes auditeurs. Elle garde lallure d'un enseignement 
oral, ne prétendant pas à une forme didactique soignée et étant 
plutôt une conversation sur des sujets mathématiques réunis par un 
lien plus ou moins lâche, ce qui lui permet d’être plus vivant“. 
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Il est sans doute inutile d'ajouter que l’on trouvera dans ces 
belles leçons, consacrées presque exclusivement aux équations aux 
dérivées partielles à deux variables indépendantes des types para- 
boliques et hyperboliques, une foule de rapprochements et de re- 
marques aussi intéressants qu'instructifs. 


5. Z. 


Leçons sur les familles normales de fonctions analytiques et leurs 
applications, par M. Pau. MoxrrL, Professeur à la Faculté des 
Sciences de Paris, recueillies et rédigées par M. J. Barsorrr, Paris 
1927, chez Gauthier-Villars et C's. 

La considération des familles de fonctions analytiques et, plus 
particulierement des familles normales dont la notion est due à M. 
Mowrez donne lieu à une méthode de recherche aussi féconde que 
puissante. C'est ce qui résulte tant des travaux de M. Moxrez lui- 
meme que de ceux des nombreux géométres qui se sont engagés 
dans la voie ouverte par lui. 

L'ouvrage est donc destiné à rendre de grands services et 
cela d’autant plus qu'il est écrit avec une remarquable clarté et 
n'exige de la part du lecteur qu’un ensemble modeste de connais- 
sances préalables. Ajoutons que l’auteur, en réunissant, dans la pre- 
miere partie du premier chapitre, celles des notions empruntées 
à la théorie des ensembles qui interviennent dans la suite a sensi- 
blement facilité l’étude de l'ouvrage. 

S. Z. 


Leçons snr les nombres transfinis, par M. WacLaw SierpiNsei, 
Professeur à l’Université de Varsovie, membre de l’Académie polo- 
naise des Sciences et des Lettres, Paris 1928, chez Gauthier-Villars 
et C'e. 

M. SreRPiŃski est l’un des mathématiciens qui estiment que 
l'on peut, sans risquer d'arriver a des résultats inexacts, admettre 
dans toute sa généralité le célèbre postulat de M. ZkrmeLLo. On sait 
que beaucoup de savants et des plus distingués ne partagent pas 
cette opinion. Toutefois, quelle opinion que l’on ait quant à la va- 
lidité du postulat de M. Zxruezro et pour peu que l'on s'intéresse 
à la théorie des ensembles, on lira avec fruit et intérêt le livre de 
M. SIERPIŃSK!. 

En somme, même si l'on doute de l'exactitude du postulat de 


263 


M. ZermerLo, considéré dans toute sa généralité, on peut trouver 
quelque avantage à savoir s’en servir puisque certaines proposi- 
tions, établies d’abord au moyen du postulat en question, ont été 
démontrées plus tard sans s'appuyer sur ce postulat, circonstance 
qui prouve que le postulat de M. ZermeLLo peut être utile en tant 
qu’instrument de recherche. Ajoutons que l'ouvrage est écrit avec 
beaucoup de clarté et n'exige, pour être compris, que des connais- 
sances préalables modestes en mathématiques. 


SAWA 


Les Espaces abstraits et leur théorie considćree comme introduc- 
tion à l’ Analyse générale, par M. Maurice Frrcurr, Professeur a l'Uni- 
versité de Strasbourg, Paris 1928, chez Gauthier-Villars et Cie. 

Pour permettre au lecteur de se faire rapidement une idée de 
la portée et de l’intérèt considérable que présente cet ouvrage, nous 
ne croyons pas pouvoir mieux faire que de reproduire la notice, 
publiée par les éditeurs. Voici cette notice: 

„Depuis plusieurs années, il était devenu nécessaire de faci- 
liter la tâche de ceux qui, attirés par les nouvelles conceptions cons- 
tituant l'analyse générale, désiraient se mettre au courant de cette 
théorie. Un nombre croissant de mathématiciens lui ont apporté — 
et lui apportent chaque jour — des contributions extrèmement im- 
portantes La liste bibliographique contenue à la fin de cet ouvrage, 
sans viser à être complète, n’en contient pas moins environ 150 
références. L’auteur a voulu remédier au désordre apparent résul- 
tant de la publication de ces nombreux mémoires dans de multi- 
ples périodiques parfois difficilement accessibles. 

Il a donc rédigé un exposé systématique de l’ensemble de ces 
travaux. Mais pour éviter de mettre immédiatement en contact avec 
une multiplicité d'idées nouvelles, un lecteur peu familiarisé avec 
la théorie des variables abstraites, l’auteur a sérié les difficultés. 

Dans une Première Partie, on trouvera introduites celles de 
ces idées qui sont les plus fécondes et se présentent le plus natu- 
rellement: généralisation de la notion de distance, généralisation de 
la notion de nombre de dimensions. 

Une fois le lecteur familiarisé par ce moyen avec le manie- 
ment des ensembles de nature quelconque, il lui sera plus facile 
d'aborder dans la Seconde Partie l'étude d’espaces abstraits plus 
généraux. Cette étudé a une grande portée philosophique et permet 
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de pénétrer plus intimement la nature des notions de distance, de 
limite de voisinage. 

Ainsi sì trouve réalisé le souhait, exprimé en 1912 par M. 
Hapamarp: qu'il fut remédié à notre ignorance des propriétés du 
continu fonctionnel par la création à son usage, d’un chapitre de la 
théorie des ensembles“. 


Comptes-rendus des séances 
de la Société Polonaise de Mathématique, 
Section de Varsovie, anné 1928. 


10. II. 1928). S. Saks: „Un théorème sur la condition (N) 
de M. Lusin*. 

M. S prouve le théorème suivant: si la dérivée inférieure (le 
plus petit des quatre nombres dérivés de Dini) d’une fonction sa- 
tisfaisant à la condition (N) de M. Lusin est majorée par une fonction 
totalisable (au sens strict), cette fonction est une totale. 

M. Kerner: „Le principe de Hamilton et l’holonomisme. 
Sur le cas singulier dans le problème de Lagrange“. 

M. K. montre, que le principe de Hamilton ne s'applique 
qu'aux systèmes holonomes, en complétant ainsi le résultat de 
Hertz (Die Prinzipien der Mechanik, 1894, p. 23—24) qui a mon- 
tré des systèmes non holonomes auxquels ce principe ne s’appli- 
que pas. 

Dans ce but on suppose que le principe de Hamilton sap- 
plique au système à liaisons différentielles données. En d'autres ter- 
mes, on suppose l’équivalence complète (bien entendu, les équations 
de liaison étant remplies) des équations mécaniques de Lagrange 
avec celles déduites du principe de Hamilton par les méthodes 
du calcul des variations. Après quelques calculs élementaires on ob- 
tient de ces propositions les conditions d'intégrabilité complète du 
système des équations de liaison. Donc, le système mécanique doit 
être holonome. 

Comme une autre application des mêmes calculs, M. K. montre 
que dans le problème le plus général du calcul des variations (le 


1) Pour les Comptes-rendus des séances antérieures voir tome VI, p. 126 
de ces Annales. 


265 


problème de Lagrange) on ne peut appliquer le théorème d'exi- 
stence aux extrèmales singulières que si les équations de condition 
sont complètement intégrables. Mais alors, comme on sait, les solu- 
tions ne sont pas univoques. 

17. II. 1928. W. Sierpiński: „Sur la décomposition de l'en- 
semble dénombrable en un ensemble de puissance du continu d'en- 
sembles infinis presque disjoints“. 

Deux sous-ensembles d'un ensemble dénombrable seront dits 
presque disjoints, s'ils n'ont qu'un ensemble fini (=> 0) d'éléments 
communs. Le but de cette communication est de prouver que tout 
ensemble dénombrable peut être regardé comme une somme d'un en- 
semble de puissance du continu d'ensembles presque disjoints. 

Il suffit évidemment de prouver la proposition pour l’ensemble 
de tous les nombres naturels. 

A tout nombre réel x de l'intervalle (0, 1) dont le développe- 
ment en fraction dyadique infinie est 


x = (0,0, as az...) 
faisons correspondre la suite infinie S, de nombres naturels 
(1) Us Mg, Mg, 1-5 
où 


(2) U, = (1 a1 az Q3 -<o anih = 2771 +2 a, 4 2" ag + 
"DŁ a 2 An-2 -F An-1 


On voit sans peine que les suites ©, et S, sont presque disjointes 
pour x + y. En effet, soit y + 2, 


(3) y = (0, Pi Ba Bs... 
et soit 
(4) Dy, U, di --- 


la suite S, 
On a évidemment 


uv, pour p + 9 
(puisque, d’après (2), 227! <= u, < 2? et, pareillement, 297! < v, < 2%. 
Or, soit k le plus petit indice tel que a, + B,: on a évidemment 


(Ware GNU, 78. 040010) punin DAŁ, 
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donc 


u, F v, pour n > È, 


ce qui prouve que les suites (1) et (3) sont presque disjointes. 

On obtient une décomposition de l’ensemble de tous les 
nombres rationnels en une somme de 2” ensembles presque dis- 
joints, en faisant correspondre à tout nombre réel x la suite U, 
(Fr) Fay Ta). ..), (OU 

_ Enx 


n , 


n 


E désignant le plus petit entier < x. 
Il est à remarquer encore que lon peut démontrer, en modi- 
fiant ce raisonnement, que si 2% = x,, il existe une décomposi- 


tion du continu en une somme de 22° ensembles ayant deux à deux 
un ensemble au plus dénombrable d'éléments communs. 

S. Banach comunique quelques remarques concernant le pro- 
blème de généralisation de la notion de mesure sur des espaces 
fonctionnels. 

S. Mazurkiewicz: ,Sur la somme des fonctions satisfai- 
sant à la condition (N) de M. Lusin*. 

M. M. donne la construction d’une telle fonction f(x) satisfai- 
sant à la condition (N) de M. Lusin, et même à la condition (S) 
de M. Banach, que la fonction f(x) +x ne satisfait pas a la 
condition (N). 

24. II. 1928. S. Mazurkiewicz: „Sur un problème de M. 
Menger*, Fund. Math. XII, p. 111. 

S. Mazurkiewicz: „Sur le problème d’unicité concernant 
les fonctions assujetties à la condition (N) de M. Lusin“. 

M. M. donne la construction, trouvée par lui et par M. Saks, 
de deux fonctions assujetties à la condition (N) de M. Lusin (et 
même à la condition (S) de M. Banach), presque partout dériva- 
bles, ayant les dérivées presque partout égales et dont la différence 
n'est pas une constante. 

W. Sierpiński: „Sur la décomposition des ensembles en 
ensembles presque disjoints“, Monatshefte für Math. und Phys. XX XV 
(1928), p. 241. 

9. III. 1928. A. Zygmund: ,Sur la convergence absolue 
des séries de Fourier“, Journal of the London Math. Soc., July 1928. 
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M. Z. démontre que la série de Fourier d'une fonction 
a variation bornée et vérifiant la condition de Lipschitz d'ordre 
positif converge absolument. 

A. Zygmund: „Sur le problème d'unicitć pour certains sy- 
stèmes orthogonaux“. 

M. Z. considère l'application de la multiplication formelle des 
séries trigonométriques dans la théorie riemannienne (unicité, loca- 
lisation) de certains systèmes orthogonaux, p. ex. ceux de Lege n- 
dre, Jacobi Sturm, Liouville, Bessel etc. Les ensembles 
d’unicité y sont les mêmes que dans le cas des séries trigonomé- 
triques. 

Pour certains systèmes de polynômes orthogonaux, p. ex. pour 
celui de Legendre, on peut construire tout pareillement que pour 
les séries trigonométriques une théorie de la multiplication formelle 
qui permet de résoudre la question de localisation aussi dans le 
voisinage des points singuliers tels que les points + 1 pour les po- 
lynômes de Legendre. Les théorèmes obtenus engendrent comme 
cas particuliers toutes les propositions connues sur ce sujet. 

C. Zarankiewicz: „Ueber die Zerschneidungspunkte der 
zusammenhängenden Mengen“, Fund. Math. XII, p. 121. 

A. Tarski: ,Sur les groupes de Abel ordonnés“. 

M. T. apelle une classe K groupe de Abel ordonné (cf. Haus- 
dorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 196, où dans 
le même sens est employé le terme „Gróssensystem*) par rapport 
à la relation = et à l'opération +, lorsque 

(1) K est un ensemble ordonné par la relation <<; 

(2) K est un groupe de Abel donné par l'opération +; 

(3) pour tous éléments a, B et y de K la formule a < 8 en- 
traîne la formule a + y < B+ y (loi de monotonie). 

En posant 1.a--a et (n+-1).a=n.a pour un élément 
quelconque a de K et pour un nombre naturel arbitraire n, M. T. 
démontre le théoreme suivant: 

I. Soit K un groupe de Abel donné par l'opération +. Pour 
qu'il existe alors une relation < telle que K soit un groupe abelien 
ordonné envers la relation = et la même opération +, il faut et il 
suffit que la condition suivante soit remplie: 

(0) pour tous deux éléments a et B de K et pour tout n natu- 
rel la formule n.a=n. entraîne toujours l'égalité a =B. 

M. T. envisage ensuite les groupes abeliens ordonnés qui rem- 
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plissent le postulat d'Archimede: pour tous deux éléments a et f 
de K où a <2.a, il existe un x naturel tel que 5 < n.a. Il est 
clair que parmi les groupes de Abel ordonnés ceux et tous ceux 
qui remplissent le postulat d'Archimède sont isomorphes avec un 
ensemble de nombres réels. Par analogie au th. I M. T. démontre 
le théoreme suivant: 

II. K étant un groupe de Abel donne par l'opération +, pour 
qu'il existe une relation = telle que K soit un groupe ordonné de 
Abel donné par cette relation et par la même opération +, satisfai- 
sant en outre au postulat d’ Archimède, il faut et il suffit que la con- 
dition (0) soit remplie et que l'on ait: K < 2%. 

30. III 1928. J. Splawa-Neyman: ,Sur la vraisemblance 
des hypothèses“. 

27. IV. 1928. C. Zarankiewicz: ,Sur le problème de Men- 
ger concernant les points d'ordre n°. 

M. Z. prouve que des tels points sont pour n= 2 des extré- 
mités communes de deux arcs simples indépendants, le continu étant 
supposé localement connexe. 

11. V. 1928. S. Mazurkiewicz: ,Sur les ensembles fai- 
blement #-dimensionnels“, Atti del Congresso Internazionale dei Ma- 
tematici, Bologna 1928 (a paraître). 

W. Sierpiński: „Sur les images continues et biunivoques 
des complémentaires analytiques“, Fund. Math. XII, p. 211. 

15. VI. 1928. G. Poprugénko: Sur l’extension des fon- 
ctions de Baire définies sur les sous-ensembles relativement fermés“, 
Bull. de la Soc. des Sc. de Varsovie 1928 (à paraître). 

G. Poprugénko: ,Sur la propriété de Darboux des fon- 
ctions continues d'ensemble“, Fund. Math. XII, p. 254. 

22. VI. 1928. 0. Kuratowski: „Une caractérisation topolo- 
gique de la surface de la sphère“, Fund. Math. XIII, p. 307. 

M. K. annonce les théorèmes suivants: pour qu’un espace Pé- 
anien (image continue de l'intervalle) soit homéomorphe à la surface 
de la sphere il faut et il suffit que 1°: aucun point ne coupe cet 
espace, 2°: si l’on décompose un continu C qui n’est pas une cou- 
pure en deux sous-continus K et L, le produit KL est un continu. 
Dans les espaces Péaniens la cond. 2° (qui est identique au II° 
theor. de Janiszewski sur les coupures du plan) équivaut au I* 
théor. de Janiszewski, d’après lequel A et B étant deux ensem- 
bles fermés dont aucun ne coupe le plan entre deux points p et 
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q, si AB est un continu, A + B ne coupe non plus le plan entre 
p et q. 

Pour qu'un continu Péanien situé sur le plan soit homéomor- 
phe au cercle il faut et il suffit qu’il ne coupe pas le plan et qu’il 
ne soit coupé par aucun point. 

26. X. 1928. W. Sierpifiski: ,Sur les plus petits types de 
dimensions incomparables“, Fund. Math. XIII, p. 117. 

S. Steckel: „Un théorème sur les ensembles abstraits“. 

M. S. envisage un espace E quelconque {métrique ou non) et 
une famille F d'ensembles situés dans Æ assujettie aux conditions: 

1) le produit d’un nombre fini d'ensembles appartenant a F ap- 
partient à F, 

2) si pour k=1,2,... M, +0, MeF et M,,, C M, on 


a: M, +0, 
k=1 


3) si MeF. l'ensemble E— M est un ensemble (B), c’est-à- 
dire appartient à la famille de tous les ensembles boreliens obtenus 
des ensembles M de F. 

En désignant encore du nom „ensemble (4)* tout ensemble 
de Souslin (ef. Hausdorff. Mengenlehre, p. 91) obtenu des en- 
sembles M de F, c’est-à-dire appartenant a la famille de tous les 
ensembles obtenus par l'opération À effectuée sur des ensembles 
M de F, M. S. démontre sous les conditions 1) —3) énoncées plus 
haut le théorème suivant: 

Pour qu'un ensemble Z soit un ensemble (B), il faut et il suf- 
fit que Z et E — Z soient des ensembles (A). 

16. XI. 1928. S. Mazurkiewicz: „Sur l’espace de Hilbert“. 

M. M. démontre le théorème suivant: toute courbe péanienne 
remplissant la partie compacte de l’espace de Hilbert, déterminée 


par par les inégalités x, SA admet des points multiples d’ordre c. 


A. Rajchman: ,Sur une classe .des fonctions à variation 
bornée“, CR. de l'Acad des Sc. Paris vol. 187, p. 1026, et „Sur 
une classe des séries trigonométriques qui convergent presque par- 
tout“, Math. Annalen 1929 (à paraître). 

23. XI. 1928. C. Zarankiewicz: „Ueber eine Umkehrung 
des Jordanschen Kurvensatzes“, Fund Math. XIII, p. 264. 

J. Splawa-Neyman: ,Sur un théorème de la théorie de 
la vraisemblance des hypotheses*. 
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7. XII. 1928. W. Sierpiński: „Une généralisation du théo- 
reme de M. Lusin concernant les ensembles analytiques*, a paraitre 
aux Comptes-rendus des Séances de la Soc. des Sc. de Varso- 
vie 1929. 

14. XII 1929. C. Kuratowski: „Quelques applications des 
éléments cycliques* de M. Whyburn“. 

M. K. prouve que, si chaque élément cyclique (voir Why- 
burn, Am. J. of Math. 1928) d'un continu donné est uni-cohérent 
(c. à. d. que, pour toute décomposition de cet élément en deux 
sous continus, leur produit est un continu), le continu entier l’est 
également et réciproquement. Il en est de-même de la propriété de 
Janiszewski (qui éxige que chaque continu qui n’est par une 
coupure soit uni-cohérent). 

La dimension du continu entier = la borne supérieure des di- 
mensions des éléments cycliques (sauf le cas, où le continu est une 
dendrite). 

En s'appuyant sur un résultat présenté antérieurement, M. K. 
déduit de là que pour toute décomposition semi-continue de la sur- 
face sphérique en sous-continus, l’espace de cette décomposition 
est <= 2-dimensionnel. 

En outre, M. K. pose plusieurs problèmes qui s’y rattachent. 

A. Tarski: „Remarques sur les notions fondamentales de la 
Méthologie des Mathématiques“. 

L'objet d’études de la Méthologie des Mathématiques (nommée 
aussi par l'école de Hilbert ,Métamathématique“) sont des théo- 
ries mathématiques dans un sens tout à fait analogue à celui, dans 
lequel les nombres sont l'objet d’études pour l’Arithmétique et les 
figures le sont pour la Géometrie. Au point de vue de cette Métho- 
dologie les théories mathématiques sont des ensembles d'expressions 
ou d’écritures construites selon certaines règles de procéder. Des 
telles expressions, M. T. les appelle propositions pourvues de sens 
(terme introduit par M. Leśniewski) et désigne leur ensemble 
par $; il n'est possible de préciser cette notion de „propositions 
pourvues de sens“ que lorsqu'on a choisi comme objet d'étude une 
théorie mathématique bien déterminée. 

A tout ensemble X de telles propositions correspond un autre 
ensemble X, dit l’ensemble des conséquences de l'ensemble X. Il est 
défini comme le plus petit ensemble contenant X et fermé envers 
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certaines opérations; la maniere de les préciser dépend encore des 
propriétés spécifiques de la théorie envisagée. En tous cas, ce sont 
des opérations (pas nécessairement univoques) effectuées sur un 
nombre fini d'éléments de l’ensemble S et donnant comme résultats 
aussi des éléments de S. 

M. T. signale quelques propriétés élémentaires de la notion 
X, XC S entraîne X C X,CS; X(C Y entraîne X, C Y,; on 
a toujours X,,=A,; si Von a pour tout n naturel X, C X,,,, alors 
(Ex) fc. 

A laide de ces deux notions, à savoir, celle de proposition 
pourvue de sens et celle de conséquence d'un ensemble X de telles 
propositions, on peut définir une série d’autres notions importantes 
de la Méthodologie des Mathématiques. Ainsi on appelle système dedu- 
ctif tout ensemble X de propositions pourvues de sens qui remplit la 
condition: X = X,. L'ensemble X de propositions pourvues de sens 
est dit système compatible, lorsque X, += S; il s'appelle système complet, 
lorsque X C Y C S entraîne X,=Y, ou Y,==$; il est dit sy- 
stème indépendant (ou système de propositions indépendantes), lors- 
que les conditions Y (CX et X, = Y, entraînent l'égalité X = Y. 
On appelle base d'un ensemble X tout système de propositions 
indépendantes Y tel que X, == Y,; tout ensemble X qui admet une 
base finie porte le nom de système axiomatisable. 

M. T. établit ensuite une série des théorèmes concernant les 
notions qui viennent d’être introduites. Voici quelques exemples de 
ces théorèmes: Si pour tout n naturel X, est un système déductif 


(ou bien un systeme compatible) et X, C. X,1; l’ensemble > X, est 
n=l 


également un système déductif (ou bien un système compatible). 
Pour tout système compatible X il existe un systeme compatible et 
complet Y tel que X C Y (théorème de M. Lindenbaum). Si X 
admet une base infinie, il n’admet aucune base finie et parsuite il 
n’est pas un système axiomatisable. 

M. T. illustre ses considérations par l'exemple concret de 
la plus simple théorie mathématique, à savoir de l’ainsi dite Théorie 
de la déduction. Il montre en particulier que la classe de tous les sy- 
stèmes déductifs compatibles et complets, formés de propositions 
pourvues de sens dans la Théorie de la déduction, est de puissance 
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2% (tandis que M. Lindenbaum avait démontré que l’ensemble 
de tous les systemes déductifs compatibles, aussi bien complets qu'in- 
complets, est de cette puissance). 


Comptes-rendus des séances a Cracovie 
de la Société Polonaise de Mathématique. 


21. I. 1928. A. Rosenblatt: ,Sur la théorie des arcs éla- 
stiques*. 

4. II. 1928. A. Turowicz: „Une généralisation d'un théo- 
reme de M. Peano”. 

Voir la note publiće dans ce volume. 

11. II. 1928. A. Rosenblatt: „Sur un point de la théorie 
des fluides visqueux“. 

18. II. 1928. W. Wilkosz: „Sur un théorème de M. Vitali“. 

25. II. 1828. J. Spława-Neyman: „Sur la probabilité des 
hypothèses I°“. 

3. III. 1928. S. Nikodymowa: ,Une condition nécessaire 
et suffisante pour qu'un sous-continu de Jordan soit un continu de 
Jordan“. 

Voir ,Fundamenta Mathematicae“ tome XI. 

17. III. 1928. J. Spława-Neyman: „Sur la probabilité 
des hypothèses II“. 

5. V. 1928. T. Ważewski: „Contribution à la théorie de la 
longueur I°, 

12. V. 1928. T. Ważewski: „Contribution à la théorie de la 
longueur II“. 

(cf. ce volume p. 1—38). 

19. 5. 1928. S. Nikodymowa: „Sur les ensembles locale- 
ment connexes*. 

cf. „Fundamenta Mathematicae* tome XI. 

26. V. 1928. T. Ważewski: „Un point de la théorie de la 
longueur“. 

K, C K, C K, C.. étant une suite de continus rectifiables 
on a lim longueur K, = longueur lim X,. La démonstration de ce 
théorème est basée sur le fait (établi auparavant par l’auteur) qu’un 
continu rectifiable possède presque partout une tangente ou sens 
intrinsèque. 
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2. VI. 1928. S. Gołąb: „Un théorème sur la longueur“. 

cf. ce volume p. 227—241. 

26. VI. 1928. T. Wazewski: ,Sur le changement de va- 
riable dans une intégrale simple“. 

L’auteur démontre la formule 


|rads=| r o-z © at 


a (É) 
gA) 


valable dans l’dypothèse qu'un des deux termes de cette formule 
présente une intégrale au sens de Lebesgue et que g(ż) est une fone- 
tion absolument continue. K,(t) désigne le nombre de solutions en 
u de l'équation 


g(t) = g(u), ue 4. 


A est supposé mesurable. 

Il en déduit une généralisation d’un théorème de M. Banach 
(Fund. Math. t. VII. p. 228). 

13. X. 1928. J. Splawa-Neyman: „Un point de la théorie 
de la probabilité“. 

20. X. 1928. T. Wazewski: „Sur le changement de varia- 
ble dans l'intégrale simple“. 

L'auteur présente une généralisation du théorème communiqué 
dernièrement à la Société pour le cas ou g(t) est d'une nature plus 
générale. 

1. XII. 1928. H. Harlen: „Sur la théorie des ensembles 
convexes de K. Menger publiées dans les Math.“. Ann. t. 100. an- 

née 1928. 


Etat 
de la Société Polonaise de Mathématique à la fin 
de l’année 1927. 


Président: M. W. Sierpiński. 

Vice- Présidents: MM. W. Staniewicz et S. Zaremba. 

Secrétaire: M. J. Spława-Neyman. 

Vice- Secrétaire: MM. A. Turowicz et S. Turski. 

Trésorier: M. St. K. Zaremba. 

Rooznik Pol. Tow. Matem. 18 
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Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, A. Rosenblatt et 
W. Wilkosz. 

Commission de Contròle: MM. L. Chwistek, T. Wazewski et M-me 
I. Wilkosz. 

Il existe quatre sections de la Société, l’une à Lwów, présidée par 
M. E. Żyliński, la seconde à Varsovie, présidée par M. S. Ma- 
zurkiewicz, la troisième à Poznań, présidée par M. Z. Kry- 
gowski, la quatrième à Wilno, présidée par M. W. Staniewicz. 


Liste des Membres de la Société. 


Malgré le soin avec lequel cette liste a été établie, certaines 
fautes ont pu sy glisser; MM. les Membres sont priés instamment 
de vouloir bien envoyer les rectifications au Secrétaire (Cracovie, 
rue Golebia 20, Institut de Mathématique) et de le prévenir 
de tous les changements dadresses. 

Abréviations: L — membre de la Section de Lwów, Wa — 
membre de la Section de Varsovie, P — membre de la Section de 
Poznań, Wl — membre de la Section de Wilno. 


Dr. Kazimierz Abramowicz (P), Poznań, ul. Wyspiańskiego 8. 

Herman Auerbach (L), Lwów, ul. Szaszkiewicza 1. 

Prof. Dr. Stefan Banach (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza. 
Mikołaja 4. 

Prof. Tadeusz Banachiewicz, Kraków, Obserwatorjum Astronomiczne, 
ul. Kopernika 27. 

Jan Baran, Toruń, Gimnazjum Męskie, Małe Garbary. 

Prof. Dr. Kazimierz Bartel (L), Warszawa, Prezydjum Rady Mi- 

_  nistrow. 

Prof. Dr. Nina Bary (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Pokrowka 29, kw. 22. 

Prof. Czesław Białobrzeski, Warszawa, ul. Hoża 69. 

Mieczysław Biernacki (Wa), Paris XV, 39, rue Bargue. 

Mag. Zygmunt Birnbaum (L), Lwów, ul. Św. Anny 1. 
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Doc. Dr. Łucjan Böttcher (L), Lwów, ul. Sadowa 4. 
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Dr. Feliks Burdecki (Wa), Zambrów (pow. Łomżyński), Gimnazjum. 

Dr. Celestyn Burstin (L), Wien VIII (Autriche), Laudonstrasse 8. 

Prof. Dr. Elie Cartan, Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Ave- 
nue de Montespan. 
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Prof. Dr. Samuel Dickstein (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 117. 

Pułk. Gerhard Długowski, Rembertów, Centrala badań poligonalnych. 

Prof. Dr. Wacław Dziewulski (WT), Wilno, ul. Zakretowa 13. 

Prof. Dr. Władysław Dziewulski (W1), Wilno, ul. Zakretowa 15. 

Prof. Dr. Placyd Dziwiński (L), Lwów, ul. Kleinowska 3. 

Prof. Dr. Marcin Ernst (L), Lwów, ul. Długosza 25, Instytut Astro- 
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Kazimierz Fijoł, Kraków-Podgórze, ul. Józefińska 31. 

Prof. Dr. Paul Flamant, Chermont-Ferrand (Puy de Dôme, France) 
22 rue Morel-Ladeuil. 

Prof. Ing. Godofredo Garcia (Wa), Lima (Peru) Apartodo 1979. 

Dr. Stefan Glass (W1), Wilno, ul. Zakretowa 5a. 

Prof. Dr. Lucien Godeaux, Liege (Belgique), 75 rue Frédéric Nyst. 
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Dr. Henryk Greniewski (Wa), Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12. 
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Dr. Jerzy Spława Neyman (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 22 m. 15. 
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Inż. Kazimierz Vetulani, Kraków, ul. Smoleńska 14. 
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Doc. Dr. Tadeusz Ważewski, Kraków, ul. Św. Jana 20. 

Prof. Dr. Kasper Weigel (L), Lwów, Politechnika. 
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Dr. Antoni Wilk, Kraków, ul. Wybiekiego 4. 

Prof. Dr. Witold Wilkosz, Kraków, ul. Zyblikiewicza 5/7. 
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Dr. Franciszek Włodarski (P), Poznań, Przecznica 6. 

Mag. Aleksander Wundheiler (Wa), Warszawa, ul. Pawia 39. 

Stanisław Zakroeki, Kraków, ul. Smoleńska 21. 

Dr. Zygmunt Zalewasser (Wa), Warszawa, ul. Leszno 51. 

Doe. Dr. Kazimierz Zarankiewicz (Wa), Warszawa, ul. Śniadeckich 18 
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Prof. Dr. Stanisław Zaremba, Kraków, ul. Żytnia 6. 
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